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|[-FONCTIONS ARITHMETIQUES

On noteA I'ensemble des applications & dansC telles quef (1) # 0.

DansA, on pose f  g)( Z f(d

dn

1° Montrer quex est une loi interne et queA, ) est un groupe commutatif. On noteraon éléement
neutre.

On nomme fonctions multiplicative tout élément.ddel que
f()y=1 et mAn=1= f(mn)= f(m)f(n).
On noteM I'ensemble des fonctions multiplicatives
On noteP I'ensemble des nombres primaires, c’est-a-dire de laédgrtnavecp premier et € N*,

2° Soitg : P — C telle queg(1) = 1. Montrer gu'il existe une unique applicatighmultiplicative
dont la restriuction & égaleg.

3” Montrer queM est stable pour la loi et quee € M.

4° Soit f € M, f~* son inverse dand etg I'unique élément dé qui coincide aveg ! sur®. Prouver
gueg * f = e. Conclure.

[I-EXEMPLES DE FONCTIONS MULTIPLICATIVES

On définit la fonctionl parl(n) = 1 pour toutn € N.
1° Expliciterd = I« [ eto = I« Id ou Id désigne l'identité.
2° On poseu = 7! (Fonction de Mobius, le m&me que celui du ruban).

calculeru(p™) oup est premier et en déduifgn) Iorsquen =pt-por.

3" Pourf etg dansA Montrer queg(n) = » f =Y u(d . Cette équivalence
din din
se nomme formule d’'inversion de Mobius.

4° Pourn € N, on posep(n) = Card{k € N",k < n, k An =0}.
a) Pourd divisantn, on posed; = {m € N ,mAn=d, m<n}.
Montrer quecard Aq = ¢ (2). En déduiren = <P(%)
din

b) Montrer quep € M et quep(n) =n Z pd
din
c) Calculerp(n) en fonction de la décomposition deen facteurs premiers.

III-SOMMES DE RAMANUJAN.

On suppose dans cette partie gue\ m' = 1.

1° a) Montrer que tout entien < mm’' peut s’écriren = am’ + a'm aveca,a’ € N puis que si
nAmm' =1lalorsaAm=da Am' =1.
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b) Prouver que(mmlz)* = m'(%)+m(%) oul'ona noté(%)* I'ensemble des entiers

plus petits qué: et premiers avek.

) h
2° Onposee(t) = e?™t etep(q) = ) e(—m)
ne(zjan) 7

Prouver que,,, € M.

3° Soit F une fonction dek dansC. Montrer que » F(%) => Y F(%)

1<hLn dn a<d
and=1

4° En déduirec,,(n) = Zp,(%)d (em(q) € Z). (donce,, (n) € Z! ce qui est loin d’étre évident).

IV-NOMBRES PARFAITS

Un entier est dit parfait si(n) = 2n.
1° Montrer que sR™ —1 est premierN = 2"71(2" —1) est parfait.

2° On se propose de prouver la réciproque. 3bit 2™ b, avech0 impair, un nombre parfait.
a) Montrer qu'il existe un entiet tel queb = (2"*1 —1)ceto(b) = 2"*c.
b) Montrer que I'nypothése > 1 conduit & une contradiction.
¢) Montrer que2™** —1 est premier.



