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Pour tout réelx on désigne par[x℄ la partie entière dex, et parfxg sa partie fractionnaire, c’est-à-dire
que l’on ax = [x℄ + fxg.

Un nombre premier sera toujours considérer comme un élément deN.

Dans tout le problème, la lettrep représentera toujours un nombre premier.

Etant donné un réelx > 2, on poseP (x) = fp= p premier; p 6 xg. Conformément à la convention
conçernant la lettrep, on a Xp2P (x) f(p) = xXp=2 f(p):
La relation ”k divisen” sera noték j n, et toute somme du type

Xd2D(n) f(d), oùD(n) désigne l’ensemble

des diviseurs entiers naturels den 6= 0, pourra être notée
Xdjn f(d).

L’objet du problème est l’étude du comportement asymptotique au voisinage de +1 de la fonction�(x) = Card P (x) = xXp=2 1;
qui représente le nombre d’entiers premiers inférieurs `ax.

PARTIE I

1Æ Soit (an)n2N� une suite monotone de réels positifs, et(bn)n2N� une suite de réels. On posesn =nXk=1 bk, de sorte qu’on abk = sk – sk–1.

Exprimer la somme
NXk=M+1 akbk en fonction desan et dessn, et en déduire����� NXk=M+1 akbk����� 6 2 Sup faM+1; aNg SupM6n6N jsnj :
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2Æ Soit (an)n2N� une suite de réels et' 2 C1([1;+1[). On pose pourx > 1A(x) = [x℄Xn=1 an = xX1 an:
a ) Démonter que pour toutx > 1,A est intégrable sur[1; x℄ et prouver quedsp R x1 A(u)'0(u) du =Px1 an R xn '0(u) du: [x℄
b) En déduire que pourx > 1 on axX1 an'(n) = A(x)'(x) –

Z x1 A(u)'0(u) du:
c ) Application : on considère la suite constante(an = 1), en observant queA(u) = [u℄, prouver

que 8x > 1; jln([x℄!) –x lnx + xj 6 1 + 2 lnx:
3Æ a ) En examinant la série de terme généralun+1 – un prouver que la suiteun = nX1 1k – lnn est

convergente. On notera désormais sa limité
.

b) Prouver que
Z n1 fugu2 du = 1 –un et en déduire
 = 1 –

Z +11 fugu2 du:
Pour toute la suite on poseI(x) = Z +1x fugu2 du pour toutx > 1.

4Æ a ) Donner un majorant très simple deI(x).
b) On définit la fonction réelleU en posant poutx > 1 U(x) = X16n6x 1n .

Démontrer en utilisant le 2)b) avecan = 1, l’égalitéU(x) – lnx – 
 = I(x) +
[x℄x – 1

et en déduire8x > 1; jU(x) – lnx – 
j 6 2x:
PARTIE II

On définit surN� la fonction� par8<:�(1) = 1�(n) = (–1)r si n est le produit der nombres premiers distincts�(n) = 0 dans tous les autres cas

de sorte que�(6) = 1 et�(12) = 0.

1Æ Etant donné un entiern = pi11 pi22 � � � pirr , en caractérisant et en dénombrant les diviseursd den pour

lesquels�(d) 6= 0, montrer que sin 6= 1 alors
Xdjn �(d) = 0.

2Æ A une fonctionf définie sur[1;+1[, on associeF (x) = X16n6x f(xn).
a ) Vérifier que l’on a pourx > 1 f(x) = X16n6x�(n)F (xn).
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b) On note� l’application qui àf associeF , montrer que� est un automorphisme de l’espace
vectoriel des application de[1;+1[ dansR.

Un couple(f; F ) de fonctions réelles définies sur[1;+1[ et tel queF = �(f) est nommé un�-couple.

3Æ Pour toutx > 2 et tout entier premierp 6 x, on pose�p(x) = Sup f�; � 2 N� ; p� 6 xg et ip(x) = �p(x)X�=1 [ xp� ℄:
a ) En comptant le nombre d’entierm 6 [x℄ divisible parp� et pas parp�+1, montrer que[x℄! = Y26p6x pip(x):
b) Montrer queip(x) est le cardinal de l’ensemblef(n; �) = np� 6 xg.
c ) Soit� la fonction définie surN par��(n) = ln p si n = p� , � > 1 etp premier,�(n) = 0 dans les autre cas,

et	 la fonction définie pourx > 1 par	(x) = X16n6x�(n).
Déduire des questions précédentes que�(	)(x) = ln([x℄!).

PARTIE III

1Æ Soit (f; F ) un�- couple, on suppose qu’il existeH > 0 et � 2 [0; 1[, tels que8x > 1, jF (x)j 6Hx� .

a ) En majorant la somme
X16n6x 1n� au moyen d’une intégrale, prouver que pourx > 1, on ajf(x)j 6 Hx1 –�

b) Soit(f; F ) un�- couple, on suppose l’existence deA;B;C;K dansR et� 2 [0; 1[ tels que pourx > 1 on ait jF (x) –Bx lnx –Cxj 6 Kx� :
Montrer qu’on peut choisir des constantesb; 
 telles que sif0(x) = f(x)–bx–
 etF0(x) = �(f0) alors
il existeH > 0 telquejF0(x)j 6 Hx� .

On utilisera les résultats de la question I)3)
c ) En déduire qu’il existeH1 tel quejf(x)j 6 H1x.

2Æ Montrer que
	(x)x est bornée dans[1;+1[.

3Æ On poseM(x) = X16n6x�(n) et l’on admet dans la suite du problème qu’au voisinage de +1,M(x) = o(x) c’est-à-dire que8 " > 0; 9A > 0;8x > A; jM(x)j 6 "x:
On continue d’adopter les mêmes notations et les mêmes hypothèses qu’à la question précédente, mais
l’on suppose en plus queF est croissante.

Soit� 2℄0; 1℄ etx > 1� .
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a ) Montrer que

������ X16n6�x�(n)F0(xn)������ 6 H x�1–�1 –� :
b) On poseF1(x) = bxU(x) + 
[x℄ de sorte queF0 = F – F1 où F et F1 sont croissantes. En

utilisant le I)1) et l’hypothèse surM montrer que pourx assez grand on a������ X�x<n6x�(n)F0(xn)������ 6 "x:
c ) En déduire que	(x) = x + o(x) au voisinage de +1.

4Æ a ) Démontrer l’égalité	(x) = X26p6x � lnxln p� ln p
b) On pose pourx > 2, �(x) = X26p6x ln p ; prouver	(x) = [ lnxln 2 ℄Xk=1 � �x 1k� :

5Æ a ) En déduire que pourx > 2 on a�(x) 6 	(x) 6 �(x) lnx.
b) Pour toutx > e = exp 1 ety 2℄1; x[ démontrer que�(x) > �(x) ln y – y ln y.

c ) Soitf(x) = xln2 x montrer que six > e, on af(x) 2℄1; x[.
d) Calculerlim

+1 ln f(x)lnx et lim
+1 f(x) lnxx :

6Æ En utilisant les inégalités ci-dessus, prouver que�(x) � xlnx .


