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Pour tout réel: on désigne pdlz] la partie entiere de, et par{z} sa partie fractionnaire, c’est-a-dire
que l'on az = [z] + {z}.

Un nombre premier sera toujours considérer comme unexiédeN.
Dans tout le probleme, la lettgereprésentera toujours un nombre premier.

Etant donné un réet > 2, on poseP(z) = {p/ p premier, p < z}. Conformément & la convention
congernant la lettrg, on a

> fp) =) fp).

peP(x)

La relation 'k divisen” sera noté | n, et toute somme du typez f(d),ouD(n)désigne 'ensemble
deD(n)
des diviseurs entiers naturels«le# 0, pourra étre notég f(d).
dn

L'objet du probleme est I'étude du comportement asynigi@t au voisinage deot de la fonction
7(xz) = Card P(z) = Z 1,
p=2

qui représente le nombre d’'entiers premiers infériaurs °

PARTIE |

1° Soit (ay,)nen- UNE suite monotone de réels positifs,(Bt),cn- Une suite de réels. On posg =

n
Z br,, de sorte qu'on &, = sy, — Sj_1.

k=1
N
Exprimer la somme Z ar b, en fonction des,, et dess,,, et en déduire
k=M+1

N

Z akbk

k=M+1

< 2 Sup{an+1,an} Sup |sul.

M<n<N
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2° Soit (an)nen- UNe suite de réels et € C!([1, +oo[). On pose poux > 1

xT

[z]
A(z) = Zan = Zan.
n=1 1
a) Démonter que pour tout > 1, A estintégrable syt x| et prouver quésp ff A(u)g'(u) du = Y7 ay, f;r ©'(u) du
b) En déduire que pour > 1ona

> anpln) = AGwho(e)— [ Alu)i () e

c) Application : on considéere la suite constaftg = 1), en observant qud(u) = [u], prouver
que
Vz>1, In([z]!) —zlnz+z| <1+2lnz.

n
. L ., _ 1
3” a) En examinant la série de terme général; —u,, prouver que la suite,, = E 7 Inn est

1
convergente. On notera désormais sa limité

— du=1-uyeten déduire
u

+o0
u
7:1—/1 {—2}du.

" {u}

u2

b) Prouver que
1

Pour toute la suite on podézr) = / du pour toutz > 1.

xT

4° a) Donner un majorant tres simple dér).

e . , 1
b) On définit la fonction réellé en posantpout > 1U(x) = Y —.
1<nLe "
Démontrer en utilisant le 2)b) aveg = 1, I'égalité
U(x)—Inz—vy=1(z)+ @ -1
T
. 2
etendéduir&z > 1, |U(z)—Inz—v| < —.
T
PARTIE 1l
On définit sulN* la fonctiony par
p(l) =1
p(n) = (=1)" sin estle produit de nombres premiers distincts
p(n) =0 dans tous les autres cas

de sorte quex(6) = 1 etp(12) = 0.

i1, %2

1° Etant donné un entier = p'py* - - - p'r, en caractérisant et en dénombrant les diviséutsn pour

lesquelg:(d) # 0, montrer que sih # 1 anrsZ p(d) =0.
din

2° A une fonctionf définie sur1, +oo[, on associé’(z) = Z f(f).
n

1<n<z
a) Verifier que 'on apour: > 1 f(x) = Z u(n)F(f).

n
1<ngz
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b) On note® I'application qui af associeF’, montrer qued est un automorphisme de I'espace
vectoriel des application deé, +oo[ dansR.

Un couple(f, F') de fonctions réelles définies dur +oo| et tel queF’ = ®(f) est nommeé um-couple.

3” Pour toutz > 2 et tout entier premiep < x, on pose

vp(T)

vp(z) =Sup{r, v e N', p” <z} et iy(z)= Z [—].

v=1
a) En comptant le nombre d’entiet < [z] divisible parp” et pas pap”*!, montrer que
2l = ] »*.
2<pse
b) Montrer quei,(x) est le cardinal de 'ensemblén,v) / np” < z}.
¢) Soit A la fonction définie suN par

A(n) =Inp sin=p”, v > 1etppremier,
An)=0 dans les autre cas,

et ¥ la fonction définie poux > 1 par¥(z) = Z A(n).
1<n<z

Déduire des questions précédentes §u&)(z) = In([z]!).
PARTIE 1lI

1° Soit (f, F') un pu- couple, on suppose qu'il existé > 0 et € [0,1], tels quevz > 1, |F(z)| <
Hzb. )
a) En majorant la sommez —3 au moyen d'une intégrale, prouver que paur> 1, on a
1<nLe "
Hzx
F@)< 25
b) Soit(f, F') unpu- couple, on suppose I'existence deB, C, K dansR et € [0, 1] tels que pour
z > 1on ait

|F(z)-Bzlnz—Cz| < Kz,

Montrer qu’on peut choisir des constantestelles que sify(z) = f(z)—br—cetFy(x) = ®(f,) alors
il existe H > 0 telque|Fy(z)| < Hz®.

On utilisera les résultats de la question 1)3)
c¢) En déduire qu'il existéd; tel que|f(z)| < Hyz.

o VU (z) ,

2° Montrer que——= est bornée darg, +oo|.
T
3" On poseM (z) = Z w(n) et 'on admet dans la suite du probléeme qu’au voisinage &e +
1<nLz
M (z) = o(z) c’est-a-dire que
Ve >0, JA>0,Yz > A, |M(z)| < ex.

On continue d’adopter les mémes notations et les mémestigpes qu’'a la question précédente, mais
I'on suppose en plus quE est croissante.

. . l
Soitn €]0;1] etz > .
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T Hzn'™?
a) Montrer que Fo(—)| < ————.
) que > wmFa()| < 25

1<nnx

b) On poseF;(z) = bzU(x) + c[z] de sorte qud, = F —F; ou F et F; sont croissantes. En
utilisant le 1)1) et I'hypothése su¥/ montrer que pout: assez grand on a

> umE()| < e

nr<nx

c) En déduire qu& (z) = x + o(z) au voisinage de co.

. 1
4° a) Démontrer I'égalit@ (z) = E [ln—x] Inp
2<p<a L P

b) On pose poug > 2,0(z) = Z Inp; prouver
2<pse

[55]
U(z) = Z 0 (x ) .
k=1

5" a) En déduire que pour > 2 onaf(z) < ¥(z) < n(z) Inz.
b) Pourtoutr > e =exp1 ety €]1,z[ démontrer qué(z) > n(z)Iny—y Iny.
c) Soitf(z) = 1 f montrer que sk > e, on af(z) €)1, z[.
nr
In f(z) ot lim f(zx) lnx.
Inx

+00 T

==

d) Calculerl+im

6° En utilisant les inégalités ci-dessus, prouver gge) ~ T

Inz’



