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PARTIE I

1Æ NXN+1 an(sn – sn–1) = N–1XM+1 sk(ak – ak+1) + aNsN – aM+1sM ; en valeur absolue, ceci est majoré parSupM6n6N jsnj h N–1XM+1 jak – ak+1j + aN + aM+1i (ai > 0):
Si (an) décroı̂t, le[ ℄ = 2aM+1 et si(an) croı̂t, le[ ℄ = 2aN d’où le résultat.

2Æ a ) A est constante par intervalle donc intégrable sur tout segment. On procède par récurrence (on
peut aussi faire un calcul plus direct)

Si x < 2, A(u) = a1 sur[1; x[ ; et c’est évident.

– Si l’égalité est vrai pourx < n et quen 6 x < n + 1 on aZ x1 = Z n1 +
Z xn = nX1 ak Z nk '0 +

Z xn A(u)'0 = nX1 ak Z nk +
Z xn nX1 ak'0 = nX1 ak�Z nk +

Z xn �
b) On a donc

Z x1 A'0 = xX1 ak['(x) –'(n)℄ etc

c ) ln[x℄! = [x℄X1 lnn = lnx [x℄X1 1 –
Z x1 [u℄u du = x lnx – (x – [x℄) lnx +

Z x1 u – [u℄u – 1 du
doncln[x℄! –x lnx + x = –1 – (x – [x℄) lnx +

Z [x℄1 u – [u℄u du et commeu – [u℄ 6 1 on tirejln[x℄! –x lnx + xj 6 1 + lnx + lnx = 1 + 2 lnx:
3Æ a ) un+1 –un = 1n + 1 – ln �1 +

1n� � –
12n2u qui est le terme général d’une série convergente donc

la sérieun+1 –un c’est-à-dire la suite(un) converge.

b)

Z n1 fugu2 du = n–1X1 Z k+1k u – ku2 du = n–1X1 ln(k + 1) – ln k – k�1k –
1k + 1�= lnn –

n–1X1 1k + 1 = 1 –un
On en déduit l’égalité par passage à la limite puisque l’intégrale converge puisque l’intégrand est6 1=u2.

4Æ a ) fug 6 1 doncI(x) 6 1x .

b) On prendan = 1 et ' = 1=x d’où U(x) = [x℄x +
Z x1 [u℄duu2 = [x℄x +

Z x1 u – fugu2 du =[x℄x + lnx – (1 –  – I(x)) d’oùjU(x) – lnx – j 6 jI(x)j + x – [x℄x 6 Z +1x duu2 +
1x = 2x:

PARTIE II
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1Æ �(d) 6= 0 ssid est un produit depi distincts. Il y aCkr diviseurs, produit dek pi distincts pour lesquels�(d) = (–1)k d’où Xdjn �(d) = rX0 (–1)kCkr = 0:
2Æ a ) ::: = Xn6x�(n) x=nXk f� xnk � = Xm6x f� xm�Xnjm �(n) = f(x) car toutes les sommes sont nulles

sauf pourm = 1.
b) C’est évidemment linéaire, injectif car siF = 0, f aussi et surjectif puisque toutF définit unf .

3Æ a ) p� jm () 9 k =m = kp� il y a donc
hmp� i entiers divisibles parp� auxquels on ôte ceux

divisibles parp�+1 d’où
�mp� � –

� mp�+1 � entier divisibles exactement parp� . Ainsi, l’exposant dep vautX ���mp� � –
� mp�+1 �� =X�mp� �(� – (� – 1)) =X�mp� � = ip(x):

b) � étant fixé tel que
xp� > 1 i.e. � 6 �p(x) il y a

� xp� � valeurs den possibles et donc en toutX� xp� � = ip couples.

c ) � Æ 	(x) = Xn6x Xk6 xn �(k) = Xn6x Xp�6 xn ln p: p étant fixé, il y a autant deln p que de couples(n; �) tels quen 6 xetp� 6 xn i.e. tels quenp� 6 x doncip(x). Ainsi' Æ	(x) =X ip(x) ln p = lnY pip(x) = ln[x℄!:
PARTIE III

1Æ jf(x)j 6 XH�xn�� = Hx� xX1 1n� 6 Hx��1 +
Z x1 dtt� � = Hx��1 +

x1–� – 11 –� � = Hx1 –� –H�x�1 –� .

2Æ a ) �(f0) = �(f) – b�(x) – �(1) or�(1) = [x℄. �(x) = xU(x), et�(f0) = F – bxU(x) – [x℄.
On fait maintenant arriver les quantités désirées.F –Bx lnx–Cx–bx(U(x)–lnx–)–[x℄+x lnx(B–b) + x(C – b) ; donc si l’on poseb = B et  = C –B, on obtient un majorant enKx� +

2 jbjx + jj carx – [x℄ 6 1. Ce majorant est bien de la forme voulue puisquex� > 1x etx > 1.

b) On a doncjf0j 6 H x1 –� soit jf(x)j 6 Hx1–� + jbx + j 6 H1x (x > 1).
3Æ D’après I2c) pour tout� on a

1 + 2 lnxx� tend vers 0 et donc est majoré. On prendB = 1; C = –1 et

l’on peut appliquer laquestion précédente avecf = 	 j	j 6 H1x fournit le résultat.

4Æ a ) C’est immédiat car
���X��� 6X���F0�xn���� 6 Hx� �xX 1n� 6 Hx��1 +

Z �x1 dtt� � 6 Hx�1–�1 –� .

b) On ajPj 6 jPF j + jPF1j où les suitesF �xn� etF1�xn� sont décroissantes d’où d’après I1Æ���XF ��� 6 2 Sup �F � x[�x℄ + 1�;F � x[x℄�� Sup�x6n6x jM(n)j
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et pareillement avecF1. � étant fixé,F� x[�x℄ + 1� 6 H� x[�x℄�� 6 K 0x et F� x[x℄� 6 F (1) ; idem

avecF1.

Finalement
���XF ��� 6 K 00 x Sup�x6n6x jM(n)j. Comme�x tend vers1 avecx, Sup jM(n)j tend vers 0

et on peut le majorer par"x pourx assez grand.

Ainsi en choisissant� pour que
H �1–�1 –� < " on aura bienjf0j = o(x) au voisinage de +1.

c ) On applique ce résultat à�(	) –�(x) qui sont toutes deux croissantes (= ln[x℄! et –xU(x)) on
a donc	(x) –x = o(x).
5Æ a ) Dans� il apparaı̂t autant de foisln p qu’il y a de puissance dep 6 x soitp� 6 x soit

� lnxln p � d’où

l’expression.

b) Mais on peut aussi dire : autant que dep 6 x1=� et ceci pour un certain� qui est donc6 [lnx℄ln 2 ce
qui donne l’égalité demandée.

6Æ a ) C’est stupide !La première inégalité est obtenue pourk = 1 et l’autre parce que dans	 il y a au
plus�(x) termes tous6 lnx.

b) On a�(x) >Pxy ln p > ln y(�(x) – y).
c ) ln2 x > 1 etx > lnx donc1 6 f(x) 6 x.

d)
lnx – 2 ln lnxlnx tend vers 1 carln lnx = o(lnx) en +1.

f(x) lnxx = 1lnx tend vers 0.

7Æ On a d’abord�(x) lnx > 	(x) = x + o(x) donc
�(x) lnxx > 1 + o(1) qui tend vers 1.

Ensuite avecy = f(x) on obtient	(x) > �(x) ln f(x) – f(x) lnf(x) soit�(x) lnxx 6 	(x)x lnxln f(x) + f(x) lnxx
où le premier terme tend vers 1 comme les deux quotients et lesecond vers 0.


