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PARTIE |

N-1
1° Z an (Sp = Sn1) Z sk(ag —ags1) + aysy —an+150  €n valeur absolue, ceci est majoré par
N+1 M+1

N-1
Sup sy {Z |ak_ak+1|+aN+aM+1] (a; > 0).
M<nEN hy

Si(a,,) décrotit, le] | = 2as+1 et si(a,) croit, le[] = 2ay d’ou le résultat.

2° a) A est constante par intervalle donc intégrable sur tout segn®n procéde par récurrence (on
peut aussi faire un calcul plus direct)

Siz < 2, A(u) = ay sur[l,z[; et c’est évident.

— Sil'égalité est vrai pout < netquen <z <n+1lona
1 1 n 1 k n 1 k n 1 1 k n
b) On adonc/ Ay’ = Zak[go(x) —p(n)] etc

[z] T T
c) In[z Zlnn: Zl—/ Mdu::zrhrwv—(:1;—[95])11&95+/ U_T[u]—ldu

donclnjz)! —zlnz +x =-1— )Inz+ du etcommeu —[u] < 1 on tire
1
IIn[z]! —zlnz+z| < 1+lnz+lnz=1+2Inz.
X 1 1 1 _ L, , .
3" a) ups1 —up = 1 —In (1 + —) ~ 53l qui est le terme général d'une série convergente donc
n n n
la sérieu,,+; —u, c'est-a-dire la suitéu,, ) converge.

n—1

k+1
{“} Z/ u- k Zlnk+1)—lnk k(k ﬁ)

1
:lnn—z:k_'_1 =1-up
1

On en déduit I'égalité par passage a la limite puisqirgégrale converge puisque l'intéegrand est
< 1/u?.
4 a) {u} < ldoncl(z) < L.

xT

b) On prenda,, = 1l ety = 1/z dou U(z) = =] +/$[u]@ = =] +/$ Lgu}du =
1 1 u

T u?2 T

b)

[«

+lnz—(1-y—1I(z)) dou
T

x —[z] du 12
V(@) -tz =] < 1)+ 22 < [ Gl =2,
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1° u(d) # 0 ssid est un produit dg; distincts. Iy aC* diviseurs, produit dé p; distincts pour lesquels
u(d) = (-1)* d’ou

r

S ald) = S (1)Eck =o.

din 0
z/n
2a) .= pn Zf nk =Y f(= Z“ ) car toutes les sommes sont nulles
n<T m<zT n|m

sauf poum = 1.
b) C’est évidemment linéaire, injectif car Bi= 0, f aussi et surjectif puisque tolt définit un f.

3 a) p’Im < Ik /m = kp” il y a donc [ﬁy] entiers divisibles pap” auxquels on dte ceux
p

divisibles pap”*! d'oti [ =] - [ WL] entier divisibles exactement pgtf. Ainsi, I'exposant de vaut
Y Y

> -1)) = X 5= =1) = 30 [5] = in(a).
b) v étant fixe tel que— > 1ie.v < v »(2) il'y a [Z] valeurs den possibles et donc en tout

> [Z%] = i, couples.

c) o¥(z) =Y Y A(k)=> Y Inp. peétantfixe, il y a autant dinp que de couples
n<r k<L nLrprLL
(n,v) tels quen < zetp” < % i.e. tels quenp” < z donciy, (z). Ainsi

Zzp YInp = lan“’(x) = In[z]!.

E
S

PARTIE 1l

z\# 1 T dt 1P —1 Hzx
)| < ZH(g) = He’ Yy — < Ha:ﬁ<1+/l t_ﬁ) = Ho? (1+ i ) = o
Hpzh
1-8"
2° a) O(fo) = 2(f)—bP(z) —cP(1) or (1) = [z]. D(z) = zU(z), etd(fy) = F —bzU(x) —c[z].

On fait maintenant arriver les quantités désir§és Bz In t—Cx—bz (U (z) —Inx—y) —c[z] +x Inz(B—
. . . 2b
b) + z(C —by) ; donc si 'on posé = B etc = C — By, on obtient un majorant éfiz” + 210l +|c| car
xr
z —[z] < 1. Ce majorant est bien de la forme voulue puisgle> 1 etz > 1.

Hz
b) Onadondfy| < 550|t|f( 2)| < EE+ bz +c| < Hiz (z > 1).
R . 1+2Inz L,
3° D’apres 12¢) pour toufs on aT tend vers 0 et donc est majoré. On préhe= 1,C = —1 et

I'on peut appliquer laquestion précédente afiee ¥ | V| < Hyz fournit le résultat.

4 a) C'estimmédiat ca"Z‘ <> ‘F()(%)‘ Hxﬁz_ < HzP ( /m j_;) < Hlxi’;ﬁ_

1
b) Onal}Y>| < |3 F|+|Y Fi| ou les suites" (£) et i (£) sont décroissantes d’ot d’apres 11

‘ZF‘ 28up< 7 ]+1) F([z—])) Sup [M(n)|

nrL<ne
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H(ﬁ)ﬁ < K'z etF(

T

[]

et pareillement aveé’. n étant fix'e,F( ) < F(1); idem

T
) <
[nz] +1
avecF.

Finalement‘ZF‘ < K"z Sup |M(n)|. Commenz tend versso avecz, Sup | M (n)| tend vers O
nrL<ne

et on peut le majorer pat: pourz assez grand.

o . Hn'? : .
Ainsi en choisissan pour queln—ﬁ < e on aura bienfy| = o(z) au voisinage de so.
c) On applique ce résultat®(¥) — ®(z) qui sont toutes deux croissantes lu[z]! et «U(x)) on
adonc¥(z)—z = o(x).

. N , . . ol N
5° a) DansA il apparait autant de fois p qu'il y a de puissance de < z soitp” < z Soit [ln—x] d’ou
np
I'expression.
b) Mais on peut aussi dire : autant quegde z'/¥ et ceci pour un certain qui est done< [

nz
In2
gui donne I'égalité demandée.

ce

6° a) C'est stupide !La premiére inégalité est obtenue pgour 1 et I'autre parce que dankily a au
plusz(z) termes tous< In z.

b) Onaf(z) > ZZ Inp > Iny(w(z)—y).

c) In’z > 1etr >Inzdoncl < f(z) < .

d) Inz—-2Inlnz flz)Inz 1

tend vers 1 calmInz = o(Inz) en +oo. = — tend vers 0.
Inx T Inz

w(z) Inz

7° Onadabordr(z)Inz > ¥(z) =z +o(x) donc > 1+0(1) quitend vers 1.

Ensuite aveg = f(z) on obtient¥ (z) > n(z)In f(z) — f(z) In f(z) Soit
m(z)lnz _ ¥(zx) Inzx N f(x)hl_x

x Sz Inf(x) x

ou le premier terme tend vers 1 comme les deux quotientssetiend vers 0.




