
Prouver que

1'(n) Xk^n=1 f�kn� tend vers

Z 10 f .

On poseR(n) = 1n nX1 f�kn�. On a doncR(n) –! R 10 f . On pose aussiS(n) =1'(n)Pk^n=1 f� kn�.

En regroupant les entiers par pgdc avecn on a les égalitésnR(n) =Xdjn Xk^n=d =Xdjn Xkd^nd=1 f�k=dn=d� =Xdjn Xd^ kdn =1 f�kd=nd �

obtenu en sommant par rapport àd=n ; soit finalementnR(n) =Xdjn Xk^d=1 f�kn� =Xdjn '(d)S(d)
Par conséquent :'(n)S(n) =Xdjn dR(d)�(nd ) soitS(n) = 1'(n)Xdjn R(d)d��nd �
Compte tenu de la relation'(n) = Pdjn d�(nd ) on est dans la situation d’une
convergence en moyenne :uk –! L, vn = Pn1 ukank avec

Pn1 ank = 1. Iciank = k��nk � si kjn etank = 0 sinon.
On peut tenter une preuve ”à la Césaro” en posantuk = L + "k avec"k –! 0 et
l’on se ramène au même problème avec la suite"k. Pourn assez grand (> N),j"kj < ". On coupe la somme en deux. On montrerait que'(n) tend vers +1 et
que

PnN jankj est borné.
Il suffit donc de prouver que1'(n)P jd�(nd )j est borné. Pour cela on ne considère
que les diviseurs den tel quen=d soit de la formepa � � � pb où lesp1; : : : ; pr sont
les premiers qui divisentn.1'(n)P d = n'(n)P dn = n'(n)P 1pi���pj mais on peut séparer cette somme�1
en deux en considérant les termes qui contiennentpr et les autres.�1 =Xj<r 1pi � � � pj +

1pr Xj<r 1pi � � � pj = �1 +

1pr �Xj<r 1pi � � � pj = rY1 �1 +

1pi�

Comme'(n) = nQ(1 – 1pi ) on est ramené à borner

Y 1 + 1=pi1 – 1=pi , puisP ln 1+1=pi1–1=pi malheureusement le terme général de cette série équivaut à 2pi qui
est une série divergente !
Mais nous avons des renseignements concernant"k car pourf continueR(n) –R 10 f = O( 1n ) et doncj"kj 6M=k.����� nXN "dd�(nd )����� 6M nX1 ����(nd )��� Cette somme contient2r termes (ensemble des

parties defp1; : : : ; prg) et vaut donc2r. On a ensuite1 – 1=p > 1=2 et donc2r'(n) = 2rnQ(1 – 1=pi) 6 1n:

Il reste à prouver que'(n) tend vers +1. Soit doncA fixé ; si pour toutpjn

premier on apvp(n) < A alorsn < Ar où r est le nombre de nombre premiers< A donc aussi le nombre maximum de premiers pouvant divisern (carvp >1). Ainsi pourn assez grand,9 p premier tel quepvp(n) > A et donc'(n) >pvp�1 – 1p� > pvp 12 > A2 .
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