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ÉLÉMENTS DE TOPOLOGIE
MÉTRIQUE

1 ESPACE MÉTRIQUE

1.1 DISTANCE

Définition 1 : On nomme distance sur un ensembleE une applicationd : E �E –! R+ vérifiant
i) d(x; y) = 0() x = y ; (Séparation)
ii)d(x; y) = d(y; x) ; (Symétrie)
iii) d(x; y) 6 d(x; z) + d(y; z) (Inégalité triangulaire).

Exemple 1.1 :L’applicationd définie pard(x; x) = 0 et d(x; y) = 1 si x 6= y
est une distance (dite distance discrète).

Exemple 1.2 :SurR ouC , d(x; y) = jx – yj est une distance.
Exemple 1.3 :SurRn etx = (x1; : : : ; xn), y = (y1; : : : ; yn)d1(x; y) = nX1 jxi – yij ; d2(x; y) =vuut nX1 jxi – yij2; d1(x; y) = Sup jxi – yij

sont des distances.

Exemple 1.4 :SurC0([a; b℄),d1(f; g) = Sup[a;b℄ jf – gj et d1(f; g) = Z ba jf – gj

sont des distances.

Exercice :Montrer que sid est une distance surE alorsInf (d; 1) et

d1 + d sont des distances.

1.2 VOCABULAIRE

Définition 2 : Si A � E est une partie deE, on nomme distance dex à Ad(x;A) = Infy2A d(x; y).
Comme toujours pour des bornes, cette distance n’est pas en général atteinte.

Définition 3 : Poura 2 E et r 2 R+ , on nomme :
Boule ouverte de centrea de rayonrBo(a; r) = fx 2 E = d(x; a) < rg;

Boule fermée de centrea de rayonrBf (a; r) = fx 2 E = d(x; a) 6 rg:

Exemple 1.5 :SiE = [0; 1℄ on aBo(1; 2) = Bo(0; 2) = Bf (12 ; 12 ) = Bf (12 ; 1) = E:

Ainsi une boule ouverte peut aussi être une boule fermée, ou l’inverse ;
De même, une boule peut avoir plusieurs centres ou plusieurs rayons.

Définition 4 : On nomme diamètre d’une partieAÆ(A) = Sup �d(x; y) (x; y) 2 A2	:

Définition 5 : Une partie est dite bornée lorsqu’elle est incluse dans uneboule.

Propri été 6 : Une partie est bornée si et seulement si elle est de diamètre fini.

1.3 TOPOLOGIE MÉTRIQUE

Proposition 7 : Si (E; d) est un espace métrique (c’est-à-dire muni d’une dis-
tance) on définit une topologie surE en choisissant comme ouvert les par-
tiesO � E telles que8x 2 O; 9 � > 0; Bo(x; �) � O:

Exemple 1.6 :PourR et sa distance usuelle, on obtient la topologie de l’ordre, et pour N la
topologie discrète (car les points sont ouverts).
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Exercice : Montrer que pour une topologie métrique un point est un fermé.

Propri été 8 : Une boule ouverte (resp. fermée) est un ouvert (resp. un fermé).

DEMST : Soit x 2 Bo(a; r) ; si d(x; y) 6 r0 = r – d(x; a) alors par l’inégalité
triangulaired(a; y) 6 d(a; x) + d(x; y) 6 r donc y 2 B(a; r) et par conséquentB(x; r0) � Bo(a; r). La boule ouverte est donc ouverte.

Si maintenantx =2 Bf (a; r) et do,ncd(a; x) > r alors sid(x; y) < d(a; x)–r = r0 on
a par inégalité triangulaired(a; y) > d(a; x) – d(x; y) > r doncBo(x; r0) � {Bf (a; r).
Le complémentaire est ouvert et la boule fermée est fermée.

Définition 9 : Deux distances surE sont dites topologiquement équivalentes,
ou simplement équivalentes si elles définissent la même topologie.

Autrement dit les deux topologies ont les mêmes ouverts.

Proposition 10 : d et d0 sont deux distances équivalentes surE si 8x 2 E et8 r > 0, il existe� > 0 et�0 > 0 tels queBo(x; �) � B0o(x; r) et B0o(x; �0) � Bo(x; r):
DEMST : B0o(x; r) est ouverte pourT 0 donc aussi pourT et par conséquent, il existe� tel queBo(x; �) � B0o(x; r). Le même argument en échangeant les rôles deT et T 0

donne l’autre inclusion.

Proposition 11 : S’il existe� et� dansR�+ tels que�d 6 d0 6 �d
alorsd etd0 sont équivalentes.

DEMST : �0 = �r et� = r=�.

Remarque 1.7 :Dans ce cas particulier important, on dit que les distances sont u-équivalentes le
”u” signifiant ”uniformément.

Nous en verrons plus tard la raison.
Exemple 1.8 :SurRn , les distancesd1; d2; d1 sont équivalentes. On a en effetd1 6 d1 6 nd1;d1 6 d2 6 pnd1, et avec l’inégalité de Cauchy-Schwarz

1pnd2 6 d1 6 nd2
Lorsque l’on dispose d’une famille finie d’espaces métriques(Ei; di), on peut définir

une distance sur

QEi pard1 =Pn1 di, d1 = Sup di.
Propri été 12 : Si (Ei; di)I est une famille d’espaces métriques, alors la topolo-

gie produit sur l’espace produit

YI Ei peut être définie par la distanced1
(ou tout autre distance t-équivalente).

Remarque 1.9 :Lorsqu’on veut faire distingué on dit ”La topologie produit est métrisable” c’est-
à-dire qu’elle peut être définie par une distance.

2 POINTS PARTICULIERS

2.1 VOISINAGE D’ UN POINT

Dans le cas des espaces métriques, la définition de voisin,age se traduit par9 r > 0; Bo(x; r) � V:

LorsqueE = R on retrouve la définition des voisinages vues en 1ere.
Une propriété essentiel est

Propri été 1 : Une topologie métrique est séparée.

DEMST : Si d(x; y) = r 6= 0, les boulesBo(x; r2 ) etBo(y; r2 ) sont disjointes.

2.2 POINTS INTÉRIEURS

Dans le cas des espaces métriques, un point est intérieur `aA lorsqu’il exister > 0 tel
queBo(x; r) � A.

On rappelle que l’intérieur d’une partie noté

ÆA est le plus grand ouvert inclus dansA.

Remarque 2.1 :On a seulementBo(x; r) � ÆBf (x; r) et pas égalité en général ; il suffit pour
s’en convaincre de prendreE = [0; 1℄ [ f2g et d’examiner la bouleBf (1; 1).

2.3 POINTS ADHÉRENTS

La notion de point adhérent (x 2 A) devient8 " > 0; 9x 2 A d(x; a) < ":

Un point dea 2 A est dit isolé s’il possède un voisinageV tel queV \ A = fag.
Un point est dit point d’accumulation deA si tout voisinage contient une infinité de

points deA.
Rappelons :

Propri été 2 :A est le plus petit fermé contenantA.

Remarque 2.2 :LorsqueA = E on dit queA est dense dansE.
Exemple 2.3 :Q est dense dansR.
Exemple 2.4 :Le casE = [0; 1℄ [ f2g et Bo(1; 1) prouve qu’en général, on a simplementBo(x; r) � Bf (x; r).
3 L IMITES ET CONTINUITÉ

3.1 LIMITES

Définition 1 : Etant donnéf : A –! F et a 2 A, on dit quef a pour limitel 2 F ena si8W 2 V(l); 9V 2 V(a); f(A \ V ) �W:

Remarque 3.1 :Cela se traduit8 " > 0; 9� > 0; 8x 2 A; d(x; a) < � =) d0(f(x); l) < ":
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Propri été 2 : Dans un espace métrique, une limite lorsqu’elle existe, est unique.

DEMST : Cela résulte de la séparation.

3.2 APPLICATIONS CONTINUES

Définition 3 : On dit quef : E –! F est continue ena si8W 2 V�f(a)�; f–1(W ) 2 V(a):
Remarque 3.2 :En topologie métrique cela se traduit par8 " > 0; 9� > 0; d(x; a) < � =) d0�f(x); f(a)� < ":

Proposition 4 : f est continue ena si et seulement silima f(x) = f(a):
Exemple 3.3 :GLn(R) est un ouvert car image réciproque deR� par le déterminant qui est une

application continue puisque dans une base elle s’écrit comme un polynôme.

3.3 CONTINUITÉ UNIFORME

Définition 5 : On dit quef : E –! F est uniformément continue surE si8 " > 0; 9� > 0; d(x; y) < � =) d0�f(x); f(y)� < ":
Remarque 3.4 :Deux distanceu–équivalente ont les mêmes applications uniformément conti-

nues.

Définition 6 : On dit quef : (E; d) –! (F; f 0) estk-lipschitzienne sid0�f(x); f(y)� 6 kd(x; y):
Propri été 7 : f lipschitzienne=) f u-continue=) f continue.

4 SUITES DANS UN ESPACE ḾETRIQUE

4.1 LIMITE D ’ UNE SUITE

Définition 1 : Une suite d’éléments deE est une application deN dansE et
l’on dit qu’elle converge versl si elle tend versl en +1 (au sens précédent
des limites).

Propri été 2 : Une suite qui converge est bornée.

DEMST : Si ` = lim un on a pourn assez grand,n > N , d(un; l) < 1 auquel cas8n; un 2 B(`; R) oùR = Sup (f1; d(`; uk); k 6 Ng.
4.2 INTERETS DANS UN ESPACE ḾETRIQUE

Dans les espaces métriques, l’utilisation des suites simplifie notablement de nom-
breuse preuves.

Proposition 3 : On aa 2 A si et seulement sia est limite d’une suite de points
deA.

DEMST : Tout voisinage dea contient tous les termes deun à partir d’une certain rang
donc des points deA et donc est adhérent àA.

Réciproquement, sia 2 A, alors pour toutn, il existeun 2 A tel qued(a; un) < 1n .
On a ainsi définit une suite(un) dont la limite est évidemmenta.

Remarque 4.1 : En toute rigueur, la preuve précédente utilise l’axiome du choix lorsqu’elle
considère globalement l’ensemble de ces choix pour définir une suiteu = (un).
Corollaire 1 : Une partieA est fermée si et seulement si toute suite d’éléments

deA qui converge a sa limite dansA.

DEMST : Si A est fermé,lim an 2 A = A. Réciproquement sia 2 A, il existe une
suite deA telle quea = limun qui est dansA par hypothèse.
Exemple 4.2 :SiE désigne l’ensemble des fonctions bornées sur[a; b℄ muni de la distanced1,

alors l’ensemble des fonctions continues sur[a; b℄ est un fermé. Nous en verrons la preuve
plus loin

Proposition 4 : f est une application continue ena si et seulement si pour toute
suite(xn) tendant versa on alim f(xn) = f(a).

DEMST : " > 0 étant fixé, il existe� tel qued(x; a) < � =) d(f(x); f(a)) < ":

Il existe ensuiteN tel quen > N; d(a; un) < � d’où d(f(un); f(a)) < ".
4.3 VALEURS D’ ADHÉRENCE

Définition 5 : a est une valeur d’adhérence de la suite(xn) si tout voisinage dea contient une infinité de termes de la suite.

Remarque 4.3 :Dans un espace métrique cela s’écrit8 " > 0; ; 8N; 9n > N; d(xn; a) < ":

Définition 6 : On dit qu’un e suitevn est extraite de la suiteun ou que c’est
une sous-suite de la suiteun, lorsqu’il existe une application strictement
croissante'N –! N telle que8n, vn = u'(n).
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Proposition 7 : L’ensemble des valeurs d’adhérence d’une suite coincide avec
l’ensemble des limites de ses suites extraites convergentes.

DEMST : Si a = limu'(n) tout voisinage dea contient tous les termes deuphi(n) à
partir d’un certain rang donc une infinité de termes deun:

Soit maintenanta une valeur d’adhérence deun. Il existeuk tel qued(uk; a) < 1.
Notons'(1) le plus petit de cesk. Supposons ensuite avoir construitphi(1) < � � � <'(n – 1) tels qued(u'(k); a) < 1k . Il existek > '(n – 1) tel qued(a; uk) < 1n . On note'(n) le plus petit de cesk. On a alors définit une suite extraiteu'(n) convergeant versa.

Remarque 4.4 :Contrairement à la démonstration précédente, celle-ci n’utilise pas l’axiome du
choix car la construction du termeu'(n) est explicite.

Propri été 8 : Toutes les suites extraites d’une suite convergente sont conver-
gentes et convergent vers la limite de la suite

DEMST : Par croissance de', n > N =) '(n) > '(N) > N donc8n > N ,d(`; u'(n)) < ".
5 ESPACE COMPLET

5.1 SUITES DE CAUCHY

Définition 1 : Dans un espace métrique(E; d), une suite(xn) est dite de Cauchy
si 8 " > 0; 9N; 8 p; q > N; d(xp; xq) < ":

Remarque 5.1 :Deux distanceu–équivalentes ont les mêmes suites de Cauchy.

Propri été 2 : Une suite de Cauchy est bornée.

DEMST : Pour toutp; q > N on ajxp –xq j < 1 et donc tous les termes à partir deN
sont dans la bouleB(xN+1; 1) à un nombre fini de termes près.

Propri été 3 : Toute suite convergente est de Cauchy.

DEMST : Pour un" fixé on a pourn > N d(xn; l) < " d’où d(xp; xq) 6 d(xp; l) +d(xq ; l) < 2" pour toutp; q > N .

Propri été 4 : Une suite de Cauchy qui admet une valeur d’adhérence converge.

DEMST : Soit a cette valeur d’adhérence." > 0 étant donné, il existeN tel quep; q > N =) d(xp; xq) < ". Mais il existep > N tel qued(xp; a) < " d’où d(xq ; a) 6d(xq ; xp) + d(xp; a) < 2" et ceci8 q > N .

5.2 ESPACE COMPLETS

Définition 5 : Un espace métrique(E; d) est dit complet si toute suite de Cauchy
converge.

Exemple 5.2 :Munis de la distance usuelles,R etZ sont complets. En revancheQ ne l’est pas
c’est même l’une des motivation de construireR.

Exemple 5.3 :L’ensemble des fonctions continues sur[a; b℄ muni de la distance uniforme est
complet.Nous démontrerons plus tard ces propriétés.

Proposition 6 : Toute partie fermé d’un espace complet est complète.

DEMST : En effet toute suite de Cauchy deF converge dansE mais commeF est
fermé, la limite est dansF .

Proposition 7 : Un produit fini d’espaces métriques complets muni de la dis-
tanced1, d2 oud1 est complet.

DEMST : Nous utiliseronsd1.
Soit donc(Ek ; dk) des espace métriques complets etE = Qn1 Ek. SoitXn 2 E une

suite de Cauchy deE ; on poseXp = (xp1; : : : ; xpn). On a pourp; q > N d1(Xp; Xq) =Sup k dk(xpk ; xqk) < " soit 8 k 6 n; (1) dk(xpk; xqk) < " donc pourk fixé, les suites(xpk) est de Cauchy donc converge. Soitak sa limite. Par passage à la limite selonq dans
l’inégalité (1) on tire 8 k d(xpk ; ak) < " et par conséquentSup k d(xpk ; ak) < " d’oùd1(Xp; A) < " oùA = (a1; : : : ; an).
Exemple 5.4 :C’est ainsi queRn ouC n sont complets.

5.3 INTÉRETS DES ESPACES COMPLETS

Théorème 8 : (Des fermés emboit́es)Soit (E; d) un espace complet et(Fn)

une suite de fermés emboités non vides de diamètre tendant vers 0 ;\N Fn 6= ?:

DEMST : Soit xn 2 Fn. On considère la suite(xn). Soit " > 0, il existeN tel quediamFN < ". Les fermés étant emboı̂tés,8 p; q > N , xp; xq 2 FN et doncd(xp; xq) 6diamFN < ". ? La suite(xn) est de Cauchy donc converge ; notonsa sa limite. Comme8n > p, xn 2 Fp on alimxn = a 2 Fp et ceci pour toutp. a 2 TFp.
Remarque 5.5 :on a bien entendu reconnu le théorème des segments emboı̂tés deR. La struc-

ture très particulière deR à savoir sa topologie de l’ordre a permis d’en donner une preuve
élémentaire n’utilisant que les suites adjacentes c’est-à-dire le théorème de la limite monotone.

Théorème 9 : (Du point fixe) Soit (E; d) un espace complet etf : E –! E

une application contractante (i.e. lipschitzienne de rapport< 1) ; f admet
un point fixe unique.

DEMST : Soit a0 = a 2 E et an = f(an–1). On ad(an+1; an) 6 kd(an; an–1) 6



5 Mathoman.com Espaces Compactsknd(a0; a1). Puisd(ap+q ; ap) 6 q–1X0 d(ap+k ; ap+k+1) 6 d(a0; a1) q–1X0 kp+k = kp – kp+q1 – k d(a0; a1)6 kp1 – kd(a0; a1):
Commek < 1, pourp assez grand etq quelconque, on aurad(ap+q ; ap) < ". la suite
est de cauchy donc convergente. Soitu = lim an, par passage à la limitef(u) = u. De
surcroı̂tu est unique car siv est un autre point fixe,d(u; v) = d(f(u); f(v)) 6 kd(u; v)

ce qui est absurde.
Ce théorème est certainement l’un des plus important de l’analyse fonctionnelle.

Théorème 10 : (Crit ère de Cauchy)SoitE;F deux complets etf : D 7–! F .f admet une limite en un point d’accumulationa deD8 " > 0; 9� > 0; 8x; y; d(a; x) < �; d(a; y) < �; d�f(x); f(y)� < ":
DEMST : Si f admet pour limitel, alors8 " > 0, 9� > 0 tel qued(a; x) < � =)d(f(x); l) < " d’où d(f(x); f(y)) 6 d(f(x); l) + d(f(y); l) < 2".
Réciproquement, on prend" = 1n d’où�n > 0 qu’on peut choisir< �n–1. On choisit

ensuite unxn, d(xn; a) < �n (il existe puisquea est un point d’accumulation deD). SiN > 1" et p > q > N alorsd(xp; a) < �p et d(xq ; a) < �q < �p ; par conséquentd(f(xp); f(xq)) < 1p < ". La suitef(xn) est donc de cauchy. Soitl = lim f(xn).
Pour tout" >; il existeN1; 8n > N1 d(f(xn); l) < ". Soit ensuiteN2 > 1" etN = Sup (N1; N2). On aura alors1N < ", d(a; xN ) < �N et pourd(x; a) < �Nd(f(x); l) 6 d(f(x); f(xN )) + d(f(xN ); l) < 1N + " < 2":

6 ESPACESCOMPACTS

Propri été 1 : Dans un espace métrique, un compact est fermé et borné.

DEMST : K est fermé comme dans tout espace séparé.K � Sx2K B(x; 1). de ce re-
couvrement on peut extraire un sous-recouvrement par un nombre fini de boules ouvertes.
etK est dans une partie bornée.

Remarque 6.1 :La réciproque est malheureusement fausse en général.

6.1 COMPACITÉ ET SUITES

Théorème 2 : (Bolzano-Weierstrass)Dans un espace métrique une partie est
compacte si et seulement si toute suite admet une valeur d’adhérence (ou
une suite extraite convergente).

DEMST : Soit (xn) une suite dans un compactK.

\p2Nfxn; n > pg 6= ? car il s’agit

d’une suite décroissante de fermés non vides. Sia est dans cette intersection, on aura pour" > 0 fixé etN , a 2 fxn; n > Ng et donc unxn, n > N tel qued(a; xn) < ". a est
donc une valeurs d’adhérence.

Réciproquement soitOi un recouvrement par des ouverts. Nous commençons par
prouver par l’absurde l’existence d’un" de Lebesgue. C’est-à-dire9 " > 0; 8x 2 E; 9 i 2 I; B(x; ") � Oi:

On raisonne par l’absurde et il existexn tel que8 i 2 I , B(xn; 1n ) 6� Oi. La suite(xn)

admet une valeur d’adhérencea, et il existe une suite extraitex'(n) dont la limite esta. a

est dans un certain ouvertOj et donc il existe� > 0, B(a; �)Oj . Prenons ensuiteN tel
quen > N =) d(a; x'(n)) < �2 puis 1n < �2 avecn > N . On a alorsB(x'(n); 1'(n)) �B(a; �) � Oj ce qui contredit l’hypothèse.

Si l’on ne pouvait pas recouvrirE par un nombre fini de boulesB(x; ") et donc par
un nombre fini deOi, on pourrait construire de proche en proche une suitexn tel que8n; xn =2 Sn–11 B(xk; "). Mais alorsd(xp; xq) > ". la suitexn non seulement n’est pas
de Cauchy mais n’admet aucune sous-suite qui le soit et par conséquent aucune sous-suite
convergente ce qui contredit l’hypothèse.

Remarque 6.2 :ce théorème simplifie notablement les démonstrations decompacité dans les cas
métriques. Pr exemple...

Corollaire 1 : Un produit fini d’espaces métriques compacts est compact.

DEMST : On le fait avec deux. Soityn = (xn; x0n) une suite deK �K 0. de la suite(xn) on extrait une sous-suite convergentex'(n) convergente de limitea 2 K ;. Puis dex0'(n) on extraitx0'( (n)) convergeant versa0 2 K 0. Comme la suitex'( (n)) est extraite
de x'(n) elle est également convergente de limitea. Il en résulte que la suitey'( (n))

converge vers(a; a0).
Corollaire 2 : Tout espace métrique compact est complet.

Exemple 6.3 :Si les parties fermées bornées sont compactes, l’espace est complet.

6.2 COMPACT DER
Théorème 3 : (Borel-Lebesque)Un intervalle fermé borné[a; b℄ est une partie

compacte.

DEMST : Soit [a; b℄ � SOi etA = fx; [a; x℄ est recouvert par un nombre fini deOig.a 2 A etA est majoré. Soit� = Sup A. 9Oi0 contenant� donc aussi un intervalle℄� – "; � + "[ pour un" > 0 mais alors9� 2 A, � – " < � 6 � [a; �℄ � SJ Oi où J

est fini. On a alors[a; � + "2 ℄ � SJ Oi [ Oi0 donc si� 6= b, � + "2 2 A contradiction en
prenant" assez petit pour que� + "2 2 [a; b℄.
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Corollaire 1 : Les compacts deR sont les parties fermées et bornées.

DEMST : Un compact est fermé et borné et réciproquement un ferm´e borné est fermé
dans un intervalle[a; b℄ donc dans un compact et par conséquent lui aussi compact.

Corollaire 2 : Les compacts deRn sont les parties fermées et bornées.

DEMST : Preuve identique à la précédente puisque’ici un pavé

Q[ai; bi℄ est compact.

7 COMPACITÉ ET CONTINUITÉ

Théorème 1 : L’image d’un compact par une application continue est un com-
pact.

DEMST : SoitK un compact etf continue. Sif(K) � SO0i alorsK � S f–1(O0i)

qui sont ouverts. il existe donc un sous-recouvrement finiK � SJ f–1(O0i) d’oùf(K) �SJ O0i.
Corollaire 1 : Une fonction numérique définie sur une partie fermée bornée deR est bornée et atteint ses bornes.

DEMST : Un partie fermé borné étant compacte, son image l’est aussi donc est bornée
et contient ses bornes (puisque fermé) celles-ci sont doncatteinte.

Théorème 2 : (Heine-1872)Une fonction continue sur un espace métrique
compact est uniformément continue.

DEMST : On raisonne par l’absurde.9 " > 0; 8n; 9xn; yn; d(xn; yn) < 1n; d(f(xn); f(yn)) > ":
De la suitexn on extraitx'(n) convergeant versx 2 K. Puis dey'(n) on extraity'(Æ (n)
convergeant versy 2 K. Il en est alors de même dex'Æ (n).

De d(xn; yn) < 1n on tire par passage à la limitex = y. Mais alors on obtient une
contradiction en passant à la limite dansd(f(x'Æ (n)); f(y'Æ (n))) > ":


