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ELEMENTSDE TOPOLOGIE
METRIQUE

1 ESPACE METRIQUE

1.1 DISTANCE

Définition 1 : On nomme distance sur un ensembleine applicationl : E x
E — R* vérifiant
i) d(z,y) =0<= z =y, (Séparation)
iiyd(z,y) = d(y,z) ; (Symeétrie)
i) d(z,y) < d(z, 2) +d(y, z) (Inégalité triangulaire).

Exemple 1.1 :L’applicationd définie par
d(z,z)=0 et d(z,y)=1 si z#y

est une distance (dite distance discrete).
Exemple 1.2 :SurR ouC, d(z,y) = |z —y| est une distance.
Exemple 1.3 :SurR” etz = (z1,...,Tn), ¥y = (Y1,-- -, Yn)

di(e,y) =Y |wi—yil, do(e,y) = | D lei—yil®,  doo(e,y) = Sup |a; —yil
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sont des distances.

Espace ratrique

Exemple 1.4 :SurC°([a, b)),

b
doo(f.g) = Sup |f —g| et dl(f,g)=/ 1F -]
[a,b] a

sont des distances. p
Exercice : Montrer que sil est une distance sif alorsInf (d, 1) et T4 sont des distances.

1.2 VOCABULAIRE

Définition 2 : Si A C E est une partie d&/, on nomme distance de a A
d(z, A) = 116151 d(z,y).
Yy

Comme toujours pour des bornes, cette distance n’est paanénaj atteinte.
Définition 3 : Poura € E etr € RY, on nomme :
Boule ouverte de centeede rayornr
B,(a,r) ={z € E /d(z,a) <T};
Boule fermée de centiede rayon:
Bf(a,7) ={x € E /d(z,a) < r}.

Exemple 1.5:SiE=10,1]ona

11

72
Ainsi une boule ouverte peut aussi étre une boule fermébipwerse ;
De méme, une boule peut avoir plusieurs centres ou plissiayons.

Bo(1,2) = B,(0,2) = B/( :B/(%,l):E.

Définition 4 : On nomme diametre d'une partie
5(A) = Sup {d(z,y) (z,y) € A*}.

Définition 5 : Une partie est dite bornée lorsqu’elle est incluse dandoné.
Propri été 6 : Une partie est bornée si et seulement si elle est de diarfigitr

1.3 TOPOLOGIE METRIQUE

Proposition 7 : Si (E, d) est un espace métrique (c’est-a-dire muni d’'une dis-
tance) on définit une topologie shren choisissant comme ouvert les par-
tiesO C E telles que

Vee O, 3p>0, B,(z,p) C O.

Exemple 1.6 :PourR et sa distance usuelle, on obtient la topologie de I'ordreggoer N la
topologie discrete (car les points sont ouverts).
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Exercice : Montrer que pour une topologie métrique un point est un é&rm

Propri été 8 : Une boule ouverte (resp. fermée) est un ouvert (resp. umn&er

DEMST : Soitz € B,(a,r); Sid(z,y) < r' = r —d(z,a) alors par l'inégalité
triangulaired(a,y) < d(a,z) + d(z,y) < r doncy € B(a,r) et par conséquent
B(xz,r") C B,(a,r). La boule ouverte est donc ouverte.

Simaintenant ¢ By (a,r) etdo,nal(a,z) > ralors sid(z,y) < d(a,z)—r =r' on
a par inégalité triangulairé(a, y) > d(a,z) —d(z,y) > r doncB,(z,r') C CBs(a,r).
Le complémentaire est ouvert et la boule fermée est fermé

Définition 9 : Deux distances suf sont dites topologiquement équivalentes,
|ou simplement équivalentes si elles définissent la m@pelagie.

Autrement dit les deux topologies ont les mémes ouverts.

Proposition 10 : d etd’ sont deux distances équivalentes 8usi Vz € E et
Vr > 0,il existep > 0 etp’ > 0 tels que

By (x,p) C By(x,r) et Bi(z,p') C Bo(w,r).

DEMST: B! (z,r) est ouverte pouy’ donc aussi pouf” et par conséquent, il existe
p tel queB,(z,p) C B!(z,r). Le méme argument en échangeant les role¥ a7’
donne l'autre inclusion.

Proposition 11 : S’il existe« et 8 dansR; tels que
ad < d < Bd
alorsd etd’' sont équivalentes.

DEMST: p' = aretp=r/p.

Remarque 1.7 :Dans ce cas particulier important, on dit que les distanaesiséquivalentes le
"u” signifiant "uniformément.

Nous en verrons plus tard la raison.
Exemple 1.8 :SurR", les distanced;, d2, dw, sont équivalentes. Onaen effet < d1 < nde,

de < d2 < y/ndo, etavec I'inégalité de Cauchy-Schwa%dg < di < nds
n

Lorsque I'on dispose d’'une famille finie d’espaces méeg(W;, d;), on peut définir
une distance sur] E; pard, = >} d;, ds = Sup d;.

Propriété 12 : Si (E;, d;); est une famille d’espaces métriques, alors la topolo-
gie produit sur I'espace produH E; peut étre définie par la distandg,

I
(ou tout autre distance t-équivalente).

Remarque 1.9 :Lorsqu’on veut faire distingué on dit "La topologie protest métrisable” c’est-
a-dire qu’elle peut étre définie par une distance.

Limites et Continu#é

2 POINTS PARTICULIERS

2.1 VOISINAGE D'UN POINT

Dans le cas des espaces métriques, la définition de \amgirge traduit par
3r >0, By(z,r) C V.

LorsqueE = R on retrouve la définition des voisinages vues en lere.

Une propriété essentiel est

Propri été 1 : Une topologie métrique est séparée.

DEMST: Sid(z,y) = # 0, les boulesB, (z, %) et B,(y, 5) sont disjointes.
2.2 POINTS INTERIEURS

Dans le cas des espaces métriques, un point est intérielorsqu’il exister > 0 tel
queB,(z,r) C A.

On rappelle que l'intérieur d’une partie nafiéest le plus grand ouvert inclus daAs

Remarque 2.1 :On a seulemenB, (z,r) C By(z,r) et pas égalite en géenéral; il suffit pour
s’en convaincre de prendie = [0, 1] U {2} et d’examiner la bould3;(1,1).

2.3  POINTS ADHERENTS

La notion de point adhérent (€ A) devientve > 0, 3z € A d(z,a) <e.

Un pointdea € A est ditisolé s'il possede un voisinayeel queV N A = {a}.

Un point est dit point d’accumulation dé si tout voisinage contient une infinité de
points deA.

Rappelons :

Propriété 2 : A est le plus petit fermé contenasnt
Remarque 2.2 :Lorsqued = E on dit queA est dense dans.
Exemple 2.3 :Q est dense darR.

Exemple 2.4 :Le casE = [0,1] U {2} et B,(1,1) prouve qu'en général, on a simplement
B,(z,7) C By(z,T).

3 LIMITES ET CONTINUITE

3.1 LIMITES

Définition 1 : Etant donnéf : A — F eta € A, on dit quef a pour limite
l € F enasi

VW eV(),3V eV(), fANV)CW.

Remarque 3.1 :Cela se traduit

Ve>0,3a>0, Vo € A d(r,a) <a=d(f(z),]) <e.
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Propriété 2 : Dans un espace métrique, une limite lorsqu’elle existayr@gue.
DeEMST : Cela résulte de la séparation.

3.2 APPLICATIONS CONTINUES

Définition 3 : On dit quef : E — F est continue en si
‘ YW eV(f@), W) € V(a).

Remarque 3.2 :En topologie métrique cela se traduit par
Ve>0,3a>0, d(z,a) < a = d'(f(z), f(a)) <e.

Proposition 4 : f est continue en si et seulement si

lim f() = f(a).

Exemple 3.3 :GL,(R) est un ouvert car image réciproque®e par le déterminant qui est une
application continue puisque dans une base elle s’éarito® un polyndéme.

3.3 CONTINUITE UNIFORME

Définition 5 : On dit quef : E — F est uniformément continue sit si
‘ Ve>0,3a >0, d(z,y) <a=d'(f(z), f(y) <e.

Remarque 3.4 :Deux distanceu—équivalente ont les mémes applications uniformémentic
nues.

Définition 6 : On dit quef : (E,d) — (F, f') estk-lipschitzienne si
| @ (£(2), 1)) < kd(a,p)

Propriétée 7 : f lipschitzienne=- f u-continue—= f continue.

4 SUITES DANS UN ESPACE METRIQUE

4.1 LIMITE D'UNE SUITE
Définition 1 : Une suite d’éléments d& est une application d& dansF et
I'on dit gu’elle converge verssi elle tend vers en +oo (au sens précédent
des limites).

Propri été 2 : Une suite qui converge est bornée.

Suites dans un espacetrique

DEMST: Si{¢ = limu,, on a pourn assez grandy > N, d(u,,l) < 1 auquel cas
Vn,u, € B({,R) oUR = Sup ({1,d(¢,u,), k < N}.

4.2 INTERETS DANS UN ESPACE MTRIQUE

Dans les espaces métriques, l'utilisation des suitesIgiempotablement de nom-
breuse preuves.

Proposition 3 : On aa € A si et seulement si est limite d’une suite de points
|de A.

DEeMST: Tout voisinage de contient tous les termes ag a partir d'une certain rang
donc des points dd et donc est adhérent&
Réciproquement, si € A, alors pour tout, il existeu,, € A tel qued(a,u,) < L.
On a ainsi définit une suitg:,,) dont la limite est @&videmmeiat
Remarque 4.1 :En toute rigueur, la preuve précédente utilise I'axionuectioix lorsgu’elle
considére globalement I'ensemble de ces choix pour défird suitew = (u.,,).

Corollaire 1 : Une partied est fermée si et seulement si toute suite d’éléments
de A qui converge a sa limite dans

DEMST : Si A est fermélima, € A = A. Réciproquement si € A, il existe une
suite deA telle quea = lim u,, qui est dansi par hypothése.
Exemple 4.2 :Si E désigne I'ensemble des fonctions bornées{gh] muni de la distancé,
alors I'ensemble des fonctions continues gym] est un fermé. Nous en verrons la preuve
plus loin

Proposition 4 : f est une application continue ersi et seulement si pour toute
|suite(z,,) tendant vers on alim f(z,,) = f(a).

DEMST: ¢ > 0 étant fixé, il existex tel que
d(z,a) < a = d(f(z), f(a)) <e.
Il existe ensuiteV tel quen > N, d(a,u,) < a d'oud(f(uy), f(a)) < €.
4.3 VALEURS D' ADHERENCE

Définition 5 : a est une valeur d’adhérence de la syitg) si tout voisinage de
la contient une infinité de termes de la suite.

Remarque 4.3 :Dans un espace métrique cela s'écrit
Ve>0,,VN, 3n> N, d(zn,a) < e.

Définition 6 : On dit qu'un e suitev,, est extraite de la suite,, ou que c’est
une sous-suite de la suitg,, lorsqu’il existe une application strictement
croissantepN — N telle QUEY n, v, = Uy (p)-
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Proposition 7 : L'ensemble des valeurs d’adhérence d’une suite coincide a
|’ensemble des limites de ses suites extraites convergiente

DEMST : Sia = lim u,(,) tout voisinage de contient tous les termes dgy,;(,) a
partir d’un certain rang donc une infinité de termesige

Soit maintenant une valeur d’adhérence dg,. Il existeu,, tel qued(uy,a) < 1.
Notonsp(1) le plus petit de ce&. Supposons ensuite avoir constrpiti(1) < --- <
¢(n—1) tels qued(uyy), a) < . Il existek > p(n —1) tel qued(a, ux) < <. On note
©(n) le plus petit de cek. On a alors définit une suite extraitg ,,) convergeant vers.
Remarque 4.4 :Contrairement a la demonstration précédente, célfédtilise pas I'axiome du

choix car la construction du terme, (,,y est explicite.

Propriété 8 : Toutes les suites extraites d’une suite convergente saweco
|gentes et convergent vers la limite de la suite

DeMST : Par croissance dg, n > N = ¢(n) > ¢(N) > N doncVn > N,
d(f, uw(n)) <eEe.

5 ESPACE COMPLET

5.1 SUITES DE CAUCHY

Définition 1 : Dans un espace métriquE, d), une suitgz,,) est dite de Cauchy
Si
Ve >0,3IN,Vp,qg> N, d(xp, ) < €.
Remarque 5.1 :Deux distancei—equivalentes ont les mémes suites de Cauchy.

Propriété 2 : Une suite de Cauchy est bornée.

DEMST : Pour toutp, ¢ > N on a|z, —z,| < 1 et donc tous les termes a partir e
sont dans la boul®(zn+1, 1) @ un nombre fini de termes pres.

Propriété 3 : Toute suite convergente est de Cauchy.
DEMST : Pour une fixé on a poum > N d(z,,1) < e doud(zy,zq) < d(zp,l) +
d(z4,1) < 2e pourtoutp,q > N.
Propri été 4 : Une suite de Cauchy qui admet une valeur d’adhérence agpawver
DEMST : Soit a cette valeur d’adhérence. > 0 étant donné, il existéV tel que

p,q > N = d(zp,z,) < . Mais il existep > N tel qued(z,,a) < e d'oud(z,,a) <
d(zg,zp) +d(zp,a) < 2c etceciVq > N.

5.2 ESPACE COMPLETS

Définition 5 : Un espace métriqudZ, d) est dit complet si toute suite de Cauchy
|converge.

Espace complet

Exemple 5.2 :Munis de la distance usuelleR, et Z sont complets. En revancli ne I'est pas
c’est méme 'une des motivation de construite

Exemple 5.3 :Lensemble des fonctions continues $urb] muni de la distance uniforme est
completNous démontrerons plus tard ces propriétés.

Proposition 6 : Toute partie fermé d’'un espace complet est compléte.

DeMST : En effet toute suite de Cauchy déconverge dan# mais commer’ est
fermé, la limite est dans'.

Proposition 7 : Un produit fini d’'espaces métriques complets muni de la dis-
|tanced;, d, ouds, est complet.

DeMST : Nous utiliseronsgl.

Soit donc(Ey, dy,) des espace métriques completdet [[} Ey. SoitX,, € E une
suite de Cauchy d& ; on poseX,, = (z},...,zF). Onapoup,q > N do(X,, X,) =
Sup , di(zh,2}) < e soitVk < n, (1) di(z},z}) < e donc pourk fixe, les suites
(«}) est de Cauchy donc converge. Sgitsa limite. Par passage a la limite selpdans
linégalité (1) on tireVk d(%,a;) < e et par conséqueriup ;, d(z%,a;) < e d'ou
doo (Xp, A) <€ 0UA = (ag,...,a,).

Exemple 5.4 :C’est ainsi quéR™ ouC" sont complets.

5.3 INTERETS DES ESPACES COMPLETS

Théoreme 8 : (Des fermés emboiés) Soit (E, d) un espace complet éF,,)
une suite de fermés emboités non vides de diamétre tende0 ;

ﬂFn#Q.
N

DEwMST : Soitz,, € F,. On consideére la suitéz,,). Soite > 0, il existe N tel que
diamFy < €. Les fermés étant emboitdsp, g > N, zp,z, € Fy etdoncd(zp, z,) <
diamFy < €.? La suite(z,,) est de Cauchy donc converge; notarsa limite. Comme
Vn>p, z, € F,onalimz, = a € F, et ceci pour toup. a € (| Fj.

Remarque 5.5 :on a bien entendu reconnu le theoreme des segments ésbdeR. La struc-
ture tres particuliere d® a savoir sa topologie de I'ordre a permis d’en donner unavyere
élémentaire n'utilisant que les suites adjacentes-Getite le theoreme de la limite monotone.

Théoreme 9 : (Du point fixe) Soit (E,d) un espace complet¢gt: E — E

une application contractante (i.e. lipschitzienne de ogipg 1); f admet
un point fixe unique.

DEMST : Soitag = a € E eta,, = f(an-1). On ad(an+1,a,) < kd(an,a,41) <
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k"d(ao, al). Puis

q-1 +
D _ L.ptq
d(a a d(a a d(ag,a k””” k k
ptq> p ptk s p+k+1 \ 05 1
0

kP
< nd(ao, al)
Commek < 1, pourp assez grand et quelconque, on aurd(a,+q,a,) < €. la suite
est de cauchy donc convergente. Soit lim a,,, par passage a la limitg(u) = u. De
surcroftu est unique car i est un autre point fixel(u, v) = d(f(u), f(v)) < kd(u,v)
ce qui est absurde.
Ce théoreme est certainement I'un des plus importantd&alyse fonctionnelle.

d(ao ) al)

Théoreme 10 : (Critere de Cauchy)Soit E, F' deux complets ef : D + F.
f admet une limite en un point d’accumulatienle D

Ve>0,3a>0,Va,y, da,z) <a, da,y) <o, d(f(z),f(y) <e.

DeMST : Si f admet pour limitd, alorsVe > 0, 3a > 0 tel qued(a,z) < a =
d(f(z),l) <edotd(f(z), f(y)) < d(f(x),1) +d(f(y),l) < 2e.

Réciproquement, on pread= % d’ou a,, > 0 qu’on peut choisik a,_;. On choisit
ensuite une,,, d(z,,a) < a, (il existe puisque: est un point d’accumulation dB). Si
N > % etp > ¢ > N alorsd(z,,a) < ap etd(z,,a) < ay < ap; par conséquent
d(f(zp), f(zg)) < % < e. La suitef(z,,) est donc de cauchy. Sdit= lim f(x,,).

Pour toute >, il existe Ny, Vn > Ny d(f(z,),l) < e. Soit ensuiteN, > 1 et
N =Sup (N, N>). Onaura alors: < e, d(a, zn) < ay etpourd(z,a) < ay

A(F(2),1) < d(f(x), flon)) +d(flan), D) < 1 +e < 2

6 ESPACESCOMPACTS

Propriétée 1 : Dans un espace métrique, un compact est fermée et borné.

DEMST: K est fermé comme dans tout espace segare. |, . B(z,1). de ce re-
couvrement on peut extraire un sous-recouvrement par ubreimi de boules ouvertes.
et K est dans une partie bornée.

Remarque 6.1 :La réciproque est malheureusement fausse en général.
6.1 COMPACITE ET SUITES
Théoreme 2 : (Bolzano-Weierstrass)Dans un espace métrique une partie est

compacte si et seulement si toute suite admet une valeuh&adce (ou
une suite extraite convergente).

Espaces Compacts

DEMST : Soit (z,,) une suite dans un compakt ﬂ {z,, n > p} # @ car il s’agit

pEN
d’une suite décroissante de fermés non vides.&Sit dans cette intersection, on aura pour

e > 0fixé etN,a € {z,, n > N} etdonc unz,,, n > N tel qued(a,z,) < €. a est
donc une valeurs d’adhérence.

Réciproquement soif); un recouvrement par des ouverts. Nous commencons par
prouver par I'absurde I'existence d'urde Lebesgue. C'est-a-dire

de>0,Voz e E, i€, B(z,e) C O;.

On raisonne par I'absurde et il existg tel queVi € I, B(z,, %) ¢ O;. La suite(zy,)
admet une valeur d’adhérengget il existe une suite extraite, ,,) dont la limite est. a
est dans un certain ouveft; et donc il existe; > 0, B(a,n)O;. Prenons ensuit® tel
quen > N = d(a, z(,)) < £ puis+ < I avecn > N. On a alorsB(z,(,) ﬁ) C
B(a,n) C O; ce qui contredit I'nypothese.

Si I'on ne pouvait pas recouvrit par un nombre fini de bouleB(x, ) et donc par
un nombre fini d&);, on pourrait construire de proche en proche une syjtéel que
Vn, 2, ¢ Ul B(zk, €). Mais alorsd(z,, z,) > €. la suitez,, non seulement n’est pas
de Cauchy mais n’admet aucune sous-suite qui le soit et pgégoient aucune sous-suite
convergente ce qui contredit I'hypothéese.

Remarque 6.2 :ce théoreme simplifie notablement les demonstratiorodeacité dans les cas
métriques. Pr exemple...

Corollaire 1 : Un produit fini d’espaces métriques compacts est compact.

DeEMST : On le fait avec deux. Soi, = (zp,),) une suite d& x K'. de la suite

(:cn) on extrait une sous-suite convergentg,,) convergente de limite € K ;. Puis de

w( yon extrami@w(n)) convergeant vers' € K". 'Comme,la SUIte , (y(n)) e§t extraite
der,(,) elle est également convergente de limitell en résulte que la suitg@,((n))

converge versga, a').

Corollaire 2 : Tout espace métrique compact est complet.

Exemple 6.3 :Si les parties fermées bornées sont compactes, I'espaceraplet.
6.2 COMPACT DER

Théoreme 3 : (Borel-Lebesque)Un intervalle fermé borngs, b] est une partie
| compacte.

DEMST : Soit[a,b] C
0;}.

a € AetA estmajoré. Soit = Sup A. 30;, contenany donc aussi un intervalle
18 —¢,B +¢[ pouruns > 0 mais alorsia € A, f—¢ < a < B [a,a] CJ;0;00J
est fini. On a alorga, 3 + 5] C J; O; U Oy, doncsiB # b, 8 + 5 € A contradiction en
prenant assez petit pour que+ 5 € [a, b].

JO; et A = {z, [a,z] est recouvert par un nombre fini de
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Corollaire 1 : Les compacts dR sont les parties fermées et bornées.

DeMST : Un compact est fermé et borné et réciproquement unddronhé est fermé
dans un intervalléz, b] donc dans un compact et par conséquent lui aussi compact.

Corollaire 2 : Les compacts dB” sont les parties fermées et bornées.
DEMST : Preuve identique & la précédente puisque’ici un gd&, b;] est compact.
7 COMPACITE ET CONTINUITE

Théoreme 1 : Limage d’un compact par une application continue est un-com
| pact.

DEMST : Soit K un compact eff continue. Sif(K) c |J O} alorsK c |J f7(0O})
qui sont ouverts. il existe donc un sous-recouvremenffird | J; f~(0}) d'ol f(K) C

U, ;.
Corollaire 1 : Une fonction numérique définie sur une partie fermée deue
R est bornée et atteint ses bornes.
DEeMST: Un partie fermé borné étant compacte, son image I'esdialonc est bornée
et contient ses bornes (puisque fermé) celles-ci sont dtiamte.

Théoreme 2 : (Heine-1872)Une fonction continue sur un espace métrique
| compact est uniformément continue.

DEMST : On raisonne par I'absurde.

1
de>0,Vn, 32,0, yn, d(@n,yn) < n’ d(f(zn), f(yn)) > €.

De la suiter,, on extraitz,,(,,) convergeantvers € K. Puis dey,,,) On extraity, oy (»)
convergeantverg € K. Il en est alors de meéme dg oy () -

De d(zn,yn) < L on tire par passage a la limite= y. Mais alors on obtient une
contradiction en passant a la limite dali§ (= g0y (n)), f (Ypou(n))) > €.

Compacie et continuié



