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ELEMENTSDE TOPOLOGIE
GENERALE

1 ESPACE TOPOLOGIQUE

1.1 TOPOLOGIE

Définition 1 : Etant donné une ensemhi® on nomme topologie suf, une
partieT C P(E) telle que:
) geTetEeT,;
i) VIetunefamilleO;); d’élementsdg,|J, O; € T.
ou encore T est stable par réunions quelconques.
i) VO,0"' e T,0nO" € T. Autrement dit] est stable par intersection finie.

Exemple 1.1 :ll'y a toujours deux topologies extremes :
—T = P(E);tous les sous-ensembles sont des ouverts. C'est la topaizgrete.
—T = {o@, E} Rien n’est ouvert! C’est la topologie grossiere.
Exemple 1.2 :Dans un ensemble ordonng, on définit les intervalles ¢sigemme les parties de
la forme
la,b[, ]a,— [(section commengante) | «, a (section finissante)

on peut alors définir une topologie en définissant les dse@mme les réunions quelconques
d’intervalles. C’est la topologie de I'ordre.
Définition 2 : On dira qu’une topologié; est plus fine qu’une topologig si

|71 C 73. Autrement dit : tout ouvert d& est un ouvert dg5.

Sous-espace topologique

1.2 FERMES ET VOISINAGES
Définition 3 : Une partieF' de E est dite fermée pour la topologig si son
|complementair€ F est un ouvert d§".
Il en résulte que dans tous les ca®t £ sont a la fois ouverts et fermés.

Propri été 4 : Toute intersection de fermés est un fermeé.
| Toute réunion finie de fermés est un ferme.

Exemple 1.3 :DansR un intervalle fermé est fermé. On a en effet
Cla,b] =] «,a[U]b, — |
qui est un ouvert en tant que réunion de deux ouverts.
Définition 5 : On dit queV est un voisinage de s'il existe un ouvert) tel que
{z} COCVW.

LorsqueE = R on retrouve la définition des voisinages vues en lere.
Proposition 6 : Lintersection de deux voisinages aest un voisinage de.
|  Toute partie contenant un voisinagezdest un voisinage de.
Remarque 1.4 :0n note souveny(z) 'ensemble des voisinages de

Propri éte 7 : Une partie d&Z est ouverte si et seulement si elle est voisinage de
|chacun de ses points.

DEMST : Le sens direct est trivial. réciproquement, taue O est inclus dans un
ouvertO, C O de sorte qu&® C J,.» O, C O d'ou I'égalité des ensembles, celui du
milieu étant ouvert comme réunion d’ouvert.

Définition 8 : On dit qu'une topologie est séparée si deux pointE gmssedent
des voisinages disjoints.

Ve,ye B,z #y, IV, e V(z),aV, € V(y), V.NV,=02.

Nous verrons que c’est cette notion qui permet de parlemnaiéslien un point.
Exemple 1.5 :Dans un espace séparé, les points sont fermés.

2 SOUS-ESPACE TOPOLOGIQUE

Lemme 0:Soit A C E et7 une topologie SUf.
LensembleTy, = {O N A, O € T} définit une topologie Sud.

Définition 1 : Cette topologie se nomme topologie induite suet 'on nom-
mera sous-espace topologiquelene partie d&Z munie de sa topologie
induite.
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Propriété 2 : Avec les mémes notations
i) F'estunfermépoufy <= F' = FN AouF estunferméd§ .

i) V' estunvoisinage de pour74 <= V' =V N A ouV estun voisinage
dez pourT.

i) Si BC A C E,alorsTg = (T4) s (topologie induite paff4 surB).

Exemple 2.1 :Si T est séparée alofs également;
SiB C A,alorsBs = BN A.
Exemple 2.2 :La topologie induite SuZ par la topologie usuelle di est la topologie discreéte.

En effet

VneZ, {n}zZﬂ]n—%,n+%[

de sorte que tous les points sont des ouverts et donc la tpast la discréte.
3 ELEMENTS REMARQUABLES

3.1 INTERIEUR
Définition 1 : Soit A C F ou E est un espace topologique On dira qust un
pointintérieur aA si A est un voisinage de.
On nomme intérieur ded, ce qu'on noteA, I'ensemble des points
intérieurs aA.

Propriété 2 : A est le plus grand ouvert inclus daAs

DEMST: Siz € A il existeO ouvertz € (’) C A, mais commésfy €c0,{ytcOC

A A estun voisinage de toyte O doncO C A et par consequem est un voisinage de
x, ceci pour tout: donc est un ouvert.

Réciproquement par définition& C A alorsVy € O,ona{y} CO C A,y € A et
0c A
Remarque 3.1 :ll en résulte que) est un ouvert si et seulement(?si: 0.
Propriéte 3 : A et B étant deux parties d’une espace topologique, on a :
) AC B— AC B.
i) A=A

o

Eléments remarquables

DEMST : A est un ouvert inclus dané donc dans3 ; or B est le plus grand ouvert

o

dansB. A C A qui est ouvert donc voisinage de tous ses points donc inelnsAl

AN B C An Bdouune inclusion; puis I'autre en utilisant le i).
Exemple 3.2 :Attention au contrexemple du i) = [a, b] et B = [b, c].

3.2 POINT ADHERENT-ADHERENCE

Définition 4 : z est dit adhérentd lorsque YV € V(z), VNA# 2.
L'ensemble des points adhérentsiase nomme adhérence deet se
noteA.

Proposition 5 : A est le plus petit fermé contenast

DEMST : Siz ¢ A, il existe un voisinagd” € V(x) que I'on peut supposer ouvert
(carV contient précisément un ouvert contenaréquel est un voisinage deé tel que
VNA= @doncV c CA. Tout point deV (qui est ouvert) posséde un voisinadeé (
lui-m&me) ne rencontrant paset donc n’est pas adhérent. Airigic CA qui est donc
ouvert A est ferme.

Réciproquement : soif’ un fermé et0 = CF. Siz ¢ F alorsz € O or A C F,
AN O = @ doncz n'est pas adhérentd, CF c CAdou A C F.

Propriéte6 : A et B étant deux parties d’'une espace topologique, on a :
) ACB= ACB.

DeMST: Les démonstrations sont en tout point analogues au casdgieur.
Exercice : Prouver qué};l =CAetquelA=C4
Définition 7 : On nomme frontiére dd I'ensemble

ANCA=A-A=A-A)u€A-CA).

Exercice : Prouver que ces ensembles sont bien égaux.
Définition 8 : On dit qu’une partied est dense danB si A = E.
C’est une notion qui n’a I'air de rien mais qui est partiendéiment importante et dont
nous verrons plusieurs applications.

Définition 9 : Un point deA est dit isolé s'il existd” € V(z), VN A = {«}.
Un point est dit d’accumulation si tout voisinage el@encontreA en
un point autre que.
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Il en résulte que tout point adhérent est soit isolé saitclimulation.

Propriéteé 10 : Si la topologie est séparée, un point est d’accumulatidous
|voisinage contient une infinité de point de

DeMST : On prouve que si un voisinage ne contient qu’un nombre firdalet de A
alorsz € A et estun pointisolé dd.

SoitV ce voisinage, €iy, . . ., a, les points ded distincts de: (éventuellement) qu’il
contientVk < n, 3V, € V(z) etW}, € V(ay) tel queVy, N W, = & de sorte qu§) Vi
est un voisinage de qui ne contient aucun point dé€ hormis éventuellement Comme
z € Allen résulte que: € A et donc quer est isolé.

4 CONTINUITE

Propriéeté 1 : Soit f : (E,7) — (E',T'); les propriétés suivantes sont
équivalentes.
i) Limage réciproque d’un ouvert est un ouvert; soi’ € 7', f1(0') € T ;
i) L'image réciproque d’'un fermé est un fermé;
iy Vo e E, VW € V(f(z) alorsf (W) € V(z).

Définition 2 : Lorsque I'une de ces propriétés est vérifiee on dit fiest conti-
nue.

Une application bijective continue dont la réciproque @sttinue se
nomme un homéomorphisme.

Exemple 4.1 :L'application identité de la topologie grossiére dansdpologie discréte est bi-
jective mais sa réciprogue n’est pas continue puisquexgamgle{a} est un ouvert pour la
topologie discrete (tout y est ouvert) tandis que son intéggproque{a} n'est pas ouvert
puisque dans la grossiére sdiet @ le sont.

Bien sdr il existe des contrexemples bien moins patholegeet extrémes.
Propositon 3 :Un produit d'applications continues  (resp.
|d’homéomorphismes) est continues (resp. un homéomsnyi
Propriété 4 : L'image d’'un ouvert (d’'un fermé) par un homéomorphismieues
|ouvert (un ferme).

Exemple 4.2 : T, est la moins fine des topologies telles que I'injection caosi : A — E
soit continue.

5 TOPOLOGIE PRODUIT

Définition 1 : Soit (E;, 7;) une famille finie d'espaces topologiquékest dit
|ouvert élementaire d& = [ E;, siQ = [JO; o0 O; € Ts.

topologie produit

Propri été 2 : On définit une topologie suE en définissant un ouvert comme
|une réunion quelconque d’ouverts éléementaires

DemST: & = [[ @ et E = [] E; sont bien des produits d’ouverts.
La stabilité par réunion quelconque est évidente.
QN =T](0;NO;) estencore un ouvert élémentairggtn O, = U(i 5 QNG

Propri été 3 : Les projectiongr; : E — E; sont des applications continues et
ouvertes.
La topologie produit est la moins fine des topologieseendant les
projections continues.

DEMST: Si O; C E; estun ouvertpr;'(0;) = Ey x --- x O; x --- E, qui estun

ouvert dek. 4

Soit O un ouvert dek. O = J;c; Y, pri(0) = U, pri(Q;) = U, 0f siQ; =

[1, O!. Cette reunion étant bien un ouvert fie

Soit 7' une topologie rendant lgs; continues. Il faut prouver que tout ouvert de

T est un ouvert dg. Il suffit de le prouver pour les ouverts élémentaires. rRuala,

on observe d'abord qu@ = [[O; = Nw; OUw; = E; X - x O; X -+ E,. Or

w; = pr;+(0;) qui est ouvert par hypothese.

Remarque 5.1 :1l faut remarquer que moins il y a d’ouverts daf's autrement dit plus la to-
pologie deE est grossiére ou moins elle est fine, et moins une applicatotant def a de
chance d'étre continue. Ainsi cet énoncé dit que |a togiel est la topologie "minimale” qui
rendent legr; continues.

Propriéte 4 : Soitf : (F,7T') — (E,T) avecE = [] E;. F est continue si et
seulement s i, pr; o f est continue.
Autrement dit, une application & valeur dans un produitestinue ssi
toutes les applications coordonnées le sont

DEMST : Si f est continuepr; o f est une composée d'applications continues donc
l'est.

Réciproquement, s est un ouvert élémentaire deetw = [] O; on a aussiv =
ﬂ? Eix---x0O;x---E, = ﬂDz, des Iorgw;l((?i) =D; etf‘l(w) = f_l ( ﬂ? Dz)
Ny f(Di) =N (pri o £)™(0O;); c’est une intersection d'ouverts de

Propriété 5: E = [] E; est séparé si et seulement/sic I, E; est séparé.

DEMST: SilesE; sont sépares, sait= (a;) # b = (b;) € E. ll existe alors un indice
k tel queay, # by et donc des ouverts disjoints d&, Oy, O), contenant respectivement
ay, etb,. Mais alorsV = E; x ---Op x ---E, etV = By x --- O x --- E, sont des
voisinages de etb disjoints puisqu’a l'indicek, Oy N O}, = &.

Réciproquement, fixonk et soita, # b. Soit ensuites = (aq,...,a,...,a,) et
b= (ai,...,bg,...,ap);alorsa # bdansE donc il existel” € V(a) etV' € V(b) tels
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queV NV’ = a. existe ensuite des ouverts élémentaires disjaints V, a € w et
W CV' bew olw= HO,, w' = H(’)’ Comme poui # k, a; € O; N O} et que

On O =@, ondoit avow(’)k nNo, =
Exercice : Montrer queE est séparé si et seulement si la diagonklest fermée dang x E.

6 COMPACITE

6.1 ESPACE COMPACT

Définition 1 : Un espace topologique est dit compact s'il est sépard gesifie
la propriété de Borel-Lebesgue :
"De tout recouvrement d& par une famille d’ouverts on peut extraire
un sous recouvrement fini”.
Autrement dit: siE C |J; O;, il existeJ C I finitel queE C |J; O

Le pointimportant est que le nouveau recouvrement soit fini.

L'hypothése de séparation oblige la topologie a avogdibcoup” d’ouverts, c’est-a-
dire a étre plutbt fine. Sans cette hypothése, n'impguied ensemble serait compact pour
sa topologie grossiere.

Un espace topologique fini et séparé est toujours compact.

R n’est pas compact car la famillg,, =]z — 1, z + 1] est un recouvrement d& dont
on ne peut extraire un sous-recouvrement fini car ce serairéumion finie de parties
bornées contenafit qui n’est justement pas borné.

En passant au complémentaire on obtient

Proposition 2 : La propriété de Borel-Lebesgue équivaut a
"De toute famille de fermés d’intersection vide on peutraixe une
sous-famille finie d’intersection vide”.

Corollaire 1: Si E est compact et giF}, )y est une suite décroissante de fermés
non vides alor§ | F, # @.
N

DEMST : Sinon on pourrait trouver une sous-famille finie d’intettéen vide ce qui
n'est puisque cette intersection est égal au plus petittcéesux.

6.2 FARTIE COMPACTE

Définition 3 : Une partied C E est dite compacte si elle est compacte pour la
|topologie induiteT 4.

Proposition 4 : A est compact si et seulement si :
"De tout recouvrement dd par des ouverts d&, on peut extraire un
sous-recouvrement fini.”

Compacié

DEMST : Soit (O;); une famille d’'ouverts de&& telle qued C |JO;; soit O} =
ANO;. O, e Tyetlon aU O} = (U 0;) N A = A. On a donc une recouvrement de

I I

A. Il existe doncJ C I finitel quelJ, O; = AdouA C |, O;

Exemple 6.1 :En anticipant un peu, dans une espace sépaf,, 3iest une suite convergente de
limite £ alors 'ensemblgu.,,, n € N} U {¢} est compact.

Propriété 5 : Une partie compacte d’'un espace séparé est fermée.

DEMST : On prouve que son complémentaire est un ouvert.

Soitz € [A eta € A. Il existe un ouver¥/, contenant et un ouveri¥’, contenant:
VonW, =2.

La famille desV, constitue un recouvrement dé par des ouverts d&, dont on
extrait un sous-recouvrement firij,, i € 1,n]. Soit maintenantV’ = (' W,, ; c’est un
ouvert comme intersection fini d'ouverts et il contient

VﬂW:(OVai)ﬁW:O(VaimW):

carWW C W,, etqueV,, N W,, = d.
Proposition 6 : Dans un espace compact, "compact” équivaut a "fermé”.
DeMST: Il ne reste qu’a prouver la réciproque. Sdiun fermé dans un compakgt,
et (F;) une famille de fermé dd, ﬂ F; = . CommeF; = F} N A avecF] fermé dans

E, F; est fermé dang, il existe donc une sous-famille fiQF;) ; telle queﬂ F,=0.
J

6.3 COMPACITE ET CONTINUITE

Théoreme 7 : Soit f : E +— F continue deE compact dang’ séparé, alors
f(E) est compact.
Autrement dit "I'image continue d’un compact dans un sépst com-
pacte”.
DEMST : Soit (O}) s un recouvrement d¢(E) par des ouverts. Commest conti-
nue,f(0;) = O; est un ouvert d& et évidemmenf ™ (f(E)) = E = f—l(Uo;.) =

U F1(O)). LesO; constituent donc un recouvrementEepar des ouverts on peut donc
en extraire un sous-recouvrement ). et f(E) = f(| J0;) = | £(0;) = J 0}
J J

Corollaire 1 : Une bijection continue entre deux compacts est un
homéomorphisme.
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DEMST: Soitg = f~! et F” un fermé de¥ ; c’est un compact dong™ (F') = f(F')
est compact donc fermé! gtest donc continue.

6.4 COMPACTS DER
Théoréeme 8: (de Borel-Lebesgueln intervalle[a, b] est compact.
DEMST : Soit (0;)une famille d’'ouverts d& [a,5] C | O;].

I

Considérons = {z € [a, b], [a, z] recouvert par un nombre fini d@;}.

P # o car évidemment € P et est borné puisque ses éléments sont fiaris.
Soit donce = Sup P. Onac € P C [a,b] doncc € [a,b]. Il existe alorsi, tel que
¢ € O,,. de surcroiie > 0, tel quejc—¢,c+e[C O;,. Commec—¢ < ¢, il existed € P,
c¢—e < d < cetdonc|a, d] est recouvert par un nombre fini d’ouverts, il suffit alors de
rajouterQ;, pour obtenir quéa, c + £/2] est recouvert par un nombre fini dg.

Sic # b, on peut choisie pour quec + /2 < b mais cela contredit la maximalité de
c. Il en résultec = b.

Théoreme 9 :Les compacts dB sont les parties fermées bornées.

DEMST : On sait déja qu'un compadf est fermé. Du recouvremeft C |J, ]z —
1,z + 1] on extrait un sous-recouvrementfini qui est alors borné.

Réciproquement, sk’ est borné, on & C [a, b] qui est compact. Si de plus™ est
fermé, il est fermé dans un compact donc compact.

Proposition 10 : Les compacts dR" sont les parties fermées bornées.
DEMST : On sait déja qu'ils sont fermés. Si maintenart K etz = (z1,...,z,),
n

on poser, = H]xi —1,x; +1[; c’est un ouvert el C U P,. On extrait ensuite un
1

zeK
nombre fini der et K est donc borné.

Réciproquemenk’, borné est inclus dans un palE'[a;, b;] qui est compact puisque
les[a;, b;] sont compactsk fermé dans un compact est compact.

Propriété 11 : Un produit fini de compact est compact.

7 CONNEXITE

Notons tout d’abord que par passage au complémentairst &gquivalent de dire
"Il existe un ouvert (non trivial) dont le complémentairgt @uvert”, "Il existe un fermé

(non trivial) dont le complémentaire est fermé”, "il ebdgune partie non triviale a la fois
ouverte et fermée”.

Définition 1 : Un espace est dit connexe s'il ne vérifie PAS cette pro@riét

Connexié

Exemple 7.1 :Q n’est pas connexe carsi¢ Q, QN]a, +oo[= QN|a, +oo[ or le premier membre
est un ouvert dé) et le second un fermé.
Exemple 7.2 R est connexe. On raisonne part I'absurde en supposant gst ouvert et ferme.
Soitz ¢ A (z existe carA # R) alors B =]z, +oo[NA = [z,+oo[NA et aussiB’' =
]—oc0, z[NA =]—00,z] N A. A étant non videB ou B’ est non vide par exemplB. Il est
minoré et I'on posé = Inf B. CommeB est fermép € B maisB est aussi ouvert d’'ou un
a > 0tel quejb—a, b+ a[C B ce qui est absurde.

Proposition 2 : E est connexe si et seulement si toute application continue de
| E dans{0,1} (topo. discréte) est constante.

DeEmsT: A = f1({0}) est a la fois ouvert et fermé comme image réciproque d'une
partie ouverte et fermé. Si c'est @ alorsf({1}) = Eetf = 1, et sinond = E et
f=0.

Réciproquement par I'absurde, Siet B = CA sont ouverts, on posg 4, = 0 et
f/p = 1. f est continue puisqug™ ({0}) = A et f7({1}) = B qui sont ouverts, ef
n’est bien sdr pas constante.

Définition 3 : Une partied sera dite connexe si elle est connexe pour la topolo-
|gie induite.

Propriété 4 : Si E est connexe ef une application continue définie shralors
| /(E) est connexe.

DEMST : Soit ¢ une application continue syt(E) a valeur dang0,1}. ¢ o f est
continue su& donc constante par connexité Heet par conséquentl'est surf(E).

Théoreme 5 :Les parties connexe d@sont les intervalles.
DEMST: Si A n'est pas un intervalle, il existe < y < z tels quex,z € A ety ¢ A.
Mais alorsAN]y, +oo[= AN [y, +oo[ est ouvert et fermé et non vide puisque contenant

Remarque 7.3 :En joignant ces deux derniers résultats, on obtient @vident le théoréme des
valeurs intermédiaires.



