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1Æ Soit x 2 E et y 2 F2 et x0 2 F1 on ad(x; F2) 6 d(x; y) 6 d(x; x0) + d(x0; y) alorsd(x; F2) 6d(x; x0) + d(x0; F2) 6 d(x; x0) + h(F1; F2) d’où l’inégalité du texte par passage à la borne inférieur.

Si h(F1; F2) = 0 alorsg(F1; F2) = 0 donc8x 2 F1; x 2 F 2 = F2 et ainsiF1 � F2 on échangeF1 etF2 pour obtenir la séparationh(F1; F2) = 0 =) F1 = F2.
De d(x; F2) 6 d(x; F3) + h(F2; F3) 6 h(F1; F3) + h(F2; F3) valable pour toutx 2 F1, on tireg(F1; F2) 6 h(F1; F3) + h(F2; F3) et il suffit d’échangerF1; F2 pour obtenir l’inégalité triangulaire.

Notons queF1 � F2 6=) h(F1; F2) = 0.B 2 B =) 1er Sup >2 emeSup . Puis six 2 B et s’écrit donclim bn. on aurad(x;A) =limd(bn; A) 62 emeSup on passe alors à la borne supérieure surx 2 B.

2Æ g(K1;K2) = d(a1;K2) puisqued(x;K2) est continue.d(a1;K2) = d(a1; a2)). On fait de même
avecg(K1;K2) qui vautd(a01; a02) l’un des deux couples réalisanth(K1;K2).
3Æ D’abordY 6= ? puisque c’est une intersection décroissante de compacts non vides.h(Yn; Y ) =g(Yn; Y ) = d(yn; Y ) pour un certainyn 2 Yn. Ils constituent une suite deE d’où l’on extraity'(n)
convergeant versy. Comme pourn > p, '(n) > '(p) > p on a8n > p; y'(n) 2 Yp qui étant
compact est fermé d’oùy 2 Yp et ceci8 p doncy 2 Y . Commed(y'(n); y) > d(y'(n); Y ) , h(Y'(n); Y )
tend vers 0.

On est alors ramené curieusement à un exercice classique d’une suite monotone qui admet une sous-suite
convergente, mais on ne peut évidemment pas utiliser ce résultat tel quel puisqu’il n’est valable que dansR.

En fait 8 p > '(n); h(Yp; Y ) = Sup Yp d(x; Y ) 6 Sup Y'(n) d(x; Y ) = h(Y'(n); Y ) doncd(Yp; Y )
tend vers 0.

4Æ a ) CommeXn � Yn, on ah(Xn; Yn) = Sup y2Yn d(y;Xn) = Sup fd(y;Xn); y 2 SXpg =Sup p>n SupXp d(y;Xn) = Sup p>n g(Xp;Xn) 6 Sup p>n h(Xp;Xn) < " pourn assez grand.
b) h(Xn; Y ) 6 h(Xn; Yn) + h(Yn; Y ).

5Æ a ) Supposons construitxi, commeh(XNi ;XNi+1) < 2–a–i on aSupNi d(x;XNi+1) < 2–a–i et par
conséquent il existexi+1 2 XNi+1 tel qued(xi; xi+1) < 2 � 2–a–i.

b) d(xp; xp+q) 6 q–1X0 d(xp+i; xp+i+1) 6 2 � q–1X0 2–a–p–i 6 4 � 2–a–p qui est arbitrairement petit pourp
assez grand et pour toutq. La suite est bien de Cauchy.Notonsx sa limite.

On a8 k > p; xk 2 XNk � YNk � YNp . Si l’on fait tendrek vers l’infini, on obtientx 2 YNp car lesYn sont fermés. Comme ils sont emboı̂tés et que la suiteNp tend vers +1 on a bienx 2 T Yn = Y .
c ) On prendp = 0 et l’on fait tendreq vers +1 ce qui donned(x0; x) < 4 � 2–a et doncd(x0; Y ) <4 � 2–a et ceci8x0 2 Xk, k > N0. Il en résulteg�[N0 Xk; Y � = g(YN0 ; Y ) < 4 � 2–a. CommeY � Yn+1 � Yn h(Yn; Y ) = g(Yn; Y ) décroı̂t et l’on a par conséquent8 k > N0, g(Yk; Y ) =h(Yk; Y ) < 4 � 2–n. Ainsi limYn = Y .

Maintenant commeXp � Yp, h(Xp; Yp) = g(Yp;Xp) = Sup k>p g(Xk;Xp) 6 Sup k>p h(Xk;Xp)
est aussi petit que l’on veut pourp assez grand, puisque la suiteXk est de Cauchy. On en déduit queh(Xp; Y ) tend vers 0, etXp verY .F n’est pas fermé car siXn = [ 1n ; 1 – 1n ℄ on aYn
6Æ Soitr > 0.E est recouvert par un nombre fini de boulesBi de rayonr que l’on peut choisir fermées.
SoitK un compact deE etL la réunion des boulesBi qui rencontrentK. L est un compact comme
réunion finie de compacts. De plusK � L et h(K;L) = SupL d(x;K). Or 8x 2 L; 9 i; x 2 Bi et
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commeBi \K 6= ?, d(x;K) 6 2r. Par passage à la borneh(L;K) 6 2r. Ainsi K est recouvert par
les boules de centre lesL (i.e. les réunions des boulesBi) et de rayon2r.
7Æ SoitK0 un compact," > 0 ety 2 K0 étant fixés, il existe�y tel qued(x; y) < �y =) d(f(x); f(y)) <". Du recouvrementB(y; �y=2) on extrait un sous-recouvrement finiB(yi; �i=2) où l’on a posé�i =�yi .
Si maintenanth(K;K0) < Inf �i=2 = �=2, on aura8x 2 K; d(x;K0) < �2 or cette distance
est atteinte en un certainy 2 B(yi; �i=2) pour un certaini. Ainsi d(x; yi) 6 d(x; y) + d(yi; y) 6�2 + �i2 < �i et par conséquentd(f(x); f(yi)) < " d’où d(f(x); f(K0)) < " ceci pour toutx 2 K d’où" > g(f(K); f(K0)) 6 h(f(K); f(K0)).
Pour la continuité uniforme c’est la même démonstrationavec un� indépendant dey.


