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1° Soitz € Eety € Fyets' € Fy onad(z,Fy) < d(z,y) < d(z,z') +d(2',y) alorsd(z, Fy) <
d(z,z') +d(z', F») < d(z,z') + h(Fy, F3) d’ou I'inégalité du texte par passage a la borne ifiéri

Sih(Fy, Fy) = 0 alorsg(Fy, F») = 0doncVz € Fy, x € Fy, = Fy etainsiFy, C F, on échangd™; et
F5 pour obtenir la séparatidi( Fy, Fr) = 0 = Fy = F>.

De d(z, F3) < d(z,Fs) + h(Fs, F5) < h(Fy, F3) + h(Fs, F3) valable pour toutz € Fy, on tire
g(F1, F») < h(Fy, F3) + h(F», F3) etil suffit d’échangef, F» pour obtenir I'inégalité triangulaire.

Notons query, C Fy #= h(F}, F3) = 0.

B € B = lerSup >2 emeSup. Puis siz € B et s’écrit donclimb,. on aurad(z, A) =
limd(b,, A) <2 emeSup on passe alors a la borne supérieuressarB.

2° g(Ky,Ks) = d(ay, K>) puisqued(z, K>) est continued(a;, K») = d(a1,a2)). On fait de méme
avecg(K,, K5) qui vautd(af, ay) 'un des deux couples réalisalat K, K5).

3" D'abordY # & puisque c’est une intersection décroissante de compaatyvides.h(Y,,Y) =

9(Y,,Y) = d(y,,Y) pour un certainy, € Y,. lls constituent une suite d& d’ou I'on extraity,,,)

convergeant verg. Comme poum > p, o(n) > @(p) > ponavn > p, yym) € Y, qui étant
compactestfermé d'og € Y, etcecVpdoncy € Y. Commed(y,(n), ¥) = d(Yyp(n), Y ) s L(Yom), Y)

tend vers 0.

On est alors ramené curieusement a un exercice classigueglite monotone qui admet une sous-suite
convergente, mais on ne peut évidemment pas utiliserscitaé tel quel puisqu’il n’est valable que dans
R.

EnfaitVp > ¢(n), h(Y,,Y) = Supy, d(z,Y) < Squwm d(z,Y) = h(Y,(n),Y) doncd(Y,,Y)
tend vers 0.

4’ a) CommeX, C Y,, onah(X,,Y,) = Sup,.y, d(y,X,) = Sup{d(y, X,), y € UX,} =
Sup >, Sup x, d(y, Xn) = Sup 5, 9(Xp, Xn) < Sup 5, h(X)p, X;) < € pourn assez grand.

5° a) Supposons construit;, commeh(Xy,, Xn,,,) < 277 onaSup y, d(z,Xy,,,) < 277 et par
conséquent il existe;+; € Xy,,, tel qued(z;, z;+1) < 2- 2797
q-1 qg-1
D) d(mp, Tprg) < 3 A(Zpris Tpsinr) < 2+ Y 2777 < 4- 2777 qui est arbitrairement petit popr

0 0
assez grand et pour togitLa suite est bien de Cauchy.Notonsa limite.

Onavk > p, , € Xy, C Yy, C Yy,. Sil'on fait tendrek vers l'infini, on obtientr € Yy, car les
Y,, sont fermés. Comme ils sont emboités et que la Sdjtéend vers vo on a bienr € Y, =Y.
c) On prendp = 0 et I'on fait tendreg vers +oo ce qui donnel(xy, x) < 4-2™ etdoncd(zy,Y) <
4.2 etceciVzy € Xi, k > Ny. Il en résulteg(UXk,Y) = g(Yy,,Y) < 4.2 Comme
No
Y C Yy C Y, h(Y,,Y) = ¢g(V,,Y) décroit et 'on a par conséquevitc > N, g(YV%,Y) =
WY, Y) <4-2n. AinsilimY, =Y.

Maintenant commeX,, C Y}, h(Xp,Y),) = g(Yp, Xp) = Sup gy, 9( Xk, Xp) < Sup gy A( Xk, Xp)
est aussi petit que I'on veut poprassez grand, puisque la suXg est de Cauchy. On en déduit que
h(Xp,Y ) tend vers 0, eX, verY.

F n'est pas fermé car s¥,, = [£,1- <] onaY,

6° Soitr > 0. F est recouvert par un nombre fini de boulgsde rayon- que I'on peut choisir fermées.
Soit K un compact de¥ et L la réunion des bouleB; qui rencontrentk. L est un compact comme
réunion finie de compacts. De pliS§ C L eth(K,L) = Sup; d(z,K).OrVz € L, 3i, = € B; et
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commeB; N K # &, d(z, K) < 2r. Par passage a la borhéL, K) < 2r. Ainsi X est recouvert par
les boules de centre Ids(i.e. les réunions des boulés) et de rayorr.

7° SoitK, uncompact > 0 ety € K, étantfixés, il existey, tel qued(z,y) < o, = d(f(z), f(y)) <
e. Du recouvremenB(y, o, /2) on extrait un sous-recouvrement fii(y;, o; /2) ou I'on a poséy; =
O[yi.
Si maintenanth(K, Ky) < Inf «;/2 = «/2, on auravz € K, d(z,K,) < § or cette distance
est atteinte en un certaipn € B(y;, a;/2) pour un certain. Ainsi d(z,y;) < d(z,y) + d(y;,y) <
%+ 5 < «; et par conséqued( f (), f(y;)) < e doud(f(z), f(Ko)) < € ceci pour toutr € K d’ou

e > g(f(K), f(Ko)) < h(f(K), f(Ko)).

Pour la continuité uniforme c’est la méme démonstraéieec uny indépendant dg.



