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1Æ Soit(E; d) un espace métrique, etA 6= ? une partie deE. Montrer que l’applicationÆ(x) = d(x;A)
est u-continue surE et qued(x;A) = d(x;A). Prouver également queSup fd(x;A); x 2 Bg =Sup fd(x;A); x 2 Bg.

2Æ On suppose dans tout le problème queE est borné. SoitF l’ensemble des fermés non vides deE etK l’ensemble des compacts non vides deE.

PourF1 et F2 dansF on noteg(F1; F2) = Supx2F1 d(x; F2) et h(F1; F2) = Sup [g(F1; F2); g(F2; F1)℄.
Prouver que8x 2 E, d(x; F1) 6 d(x; F2) + h(F1; F2):
En déduire queh est une distance surF. Elle se nommedistance de Hausdorff.

Que vauth(fag; fbg avec(a; b) 2 E2 ? que dire deh(fag; F ) et deh(F1; F2) siF1 � F2.

3Æ Montrer que pour(K1;K2) 2 K2, il existe(a1; a2) 2 K1 �K2, d(a1; a2) = h(K1;K2).
4Æ a ) On supposeE compact. SoitYn une suite deK muni de la distanceh, décroissante pour l’inclu-
sion. Prouver queYn converge vers

TYn = Y .

b) SoitXn une suite de Cauchy dansK etYn = [p>nXp. Prouver queh(Xn; Yn) tend vers 0 et que(K; h) est complet.

5Æ On supposedE complet et l’on considère(Xn) une suite de Cauchy dans(F; h). On poseYn =[p>nXp.

Soita 2 N etNi tel que8 p; q > Ni; h(Xp;Xq) < 2–a–i ; on supposeNi+1 > Ni ce qui est toujours
faisable.

a ) Soitx0 2 Xk pour un certaink > N0. Construire une suitexi tel que8 i; xi 2 XNi ; d(xi; xi+1) 6 2 � 2–a–i:
b) Montrer que la suitexi est de cauchy et que sa limite est dansY = TYn.
c ) Prouver queXn tend versY (qui étant dansF prouve queF est complet.

6Æ Etant donné deux espaces métriques(E; d) et (E0; d0) et une application continuef deE dansE0,
Montrer quef définit une application continuêf deK dansK0.
Si f est u-continue, en est-il de même pourf̂ ?


