Mathématiques

Colle n° 25 — Déterminant Lycée Fénelon Ste Marie
2009 - 2010

MPSI

Exercice 1.

What is the determinant of the transposition map 7" of
Mn(K)?

Exercice 2.

On pose, pour a, b, c € R:
abc
A=|bca
cab

2. On suppose que a® + b + ¢* = 1. Prouver que

1. Calculer A*A.

|det (A)] < 1.

Exercice 3.

Soient A € M, (C) de colonnes Ci,Ca,--- ,Cr. Pour
tout 1 < k£ < n, on pose

Dy = Z C;.
itk

On note M la matrice de colonnes D1, - - - , D,,. Calculer
det (M) en fonction de det (A).
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Exercice 4.

Soit f ’endomorphisme de K2 [X] défini par
P——P+P.

Calculer det (f). Que peut-on déduire?

Exercice 5.

Déterminant et projecteurs.

1. Soient p un projecteur d’un R-espace vectoriel E de
dimension finie et A € R. Calculer

det (idg + Ap)
en fonction de dim (Im(p)) et A.

2. Soientn > 1et (a1,...,a,) € R™. Calculer le déter-
minant de la matrice M = (m ;)1<i,j<n définie par

msi,; = AiQj pouri 7& ]
mi; =1+a; pourVl <i<n

Exercice 6.

Caculer le déterminant de la matrice ((";”))

0<14,j<p
avec0 < p < n.
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1. Solutions

We represent the endomorphism 7" by its matrix in the ca-
nonical basis & of .#,,(K) consisting of the matrices Eyy,
(¢,k) € [1,n]?, where Eq, is the n x n matrix having entry
1in (¢, k) and being 0 elsewhere. We order these matrices
in the following way (it will keep computations simple) :
o The first n matrices of the basis % are the diagonal ma-
trices Ell, EQQ, ey Enn
e The remaining n? — n matrices Eg, £ # k, come in
pairs (E¢, Ex¢), one matrix being the transposed of the
other. We order them in a way keeping those pairs to-
gether.

Then the matrix representing 7" in the basis % is

1. EnposantS:aQ—l—bQ—&—chta:ab+bc+ac,0na:

Soo
A'A=|ocSa].
oo S

2. Posons 6 = det(A). On a, par Ly < L, — oL; pour
k=2et3:

loo
det(A'A)=6*=|o 10
ool
1 o o
=101-0%0—0c2
0c—021—02

=200 —1)*(c +1/2)
Or, d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :
lo| <a®+b°+ =1

donc o € [—1, 1]. Notons, pour tout réel z,

Solution 3.

Notons S = Cy + - -+ + Cp. Ainsi

det(M) = det(S — C1,5 — Ca, ..., 85— Ch)
=det((n —1)5,5 — Cs,...,5 — Cy).

La derniere égalité s’obtient en ajoutant a la premiére co-
lonne toutes les autres ce qui ne change pas le détermi-
nant. On pousuit de la méme maniere :

www.mathoman. com

Lycée Fénelon Ste Marie MPSI 2009 - 2010

=Oo
o

€ Mp(K).

01
10

There are “~) blocks of the forme (9§ ). Therefore

n(n—1)/2
01 _ (_1)n(n—1)/2

detT:‘1 0

_ —1 ifn=2o0r3 mod4
"1t ifn=0orl mod4.

P(z) =2(z — 1)*(z + 1/2) = 22° — 32” + 1.

Comme
P'(z) = 6x(x — 1),

la fonction P est croissante sur [—1, 0] et décroissante sur
[0, 1]. Comme

P(-1)=—-4, P(O)=1et P(1)=0
et P(0) = 6% > 0, on en déduit que
P(o) €0,1]

et donc que

6] = \/P(o) € [0, 1].

Solution géométrique (sans calcul) :

On sait que |det(A)| est le volume du parallélépipede
formé par les trois vecteurs (a, b, ¢), (b, ¢, a) et (¢, a, b). Ces
trois vecteurs étant de norme 1, le volume vaut au plus A.

det(M) = (n—1)det(S,S — C2,...,5 —Ch)

(soustraire la 1ére colonne des autres)

= (n—1)det(S,—Cs,...,—Ch)
(ajouter les autres colonnes a la 1ére)
= (n — 1) det(C’l, —02, ey —On)

= (n—1)(=1)"""det(A).
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Solution 4.

Notons 4 la base canonique de K[ X] et M la matrice de
f dans la base #. On a immédiatement que

110
M = 012 ).
001

1. Dans une base adaptée a la décomposition en somme
directe

E = Ker(p) @ Im(p)
l'endomorphisme p admet une matrice de la forme sui-

vante :
1

1+ A

1+ X
ot 1 + A figure dim (Im(p)) fois. Ainsi
det (idg + Ap) = (1 4 A)Hmdm®)
2. Il y a deux cas a envisager.
» Si(ai,...,an) =0,alors M = I, etdet(M) = 1.

» Sinon, notons A = (ai,...,ax) et ||-|| la norme eucli-
dienne sur R™. On a clairement

Solution 6.

Notons D,,,, le déterminant cherché. Suppososons p > 1.
Onnote Lo, L1, ..., Ly les lignes de la matrice et on effec-
tue les opérations :

Lp — Lp - Lp—l
Lp_1 < Lp_l — Lp_g

L2<—L2—L1
L1 <—L1—L0
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On a donc det(f) = det(M) =1 # 0, donc f est un auto-
morphisme de K [X].

tAA
[[A[2°

A=T,+"AA=1, +|A)?

Comme

A\ TA(ATA)A  AJPTAA tAA
1Al [ Al [ Al Al

la matrice B =" AA/||A||* est une matrice de projection.
Toutes ses colonnes étant proportionnelles et B étant non

nulle (car A # 0), le rang de B vaut 1. On déduit de la
premiere question que

det(M) = (1+ A" =1+ AP =1+ al.

=1

REMARQUE — B est la matrice dans la base canonique de
la projection orthogonale sur vect(A) pour la structure eucli-
dienne canonique de R™.

BIEG ®
Dop=| : :
(5 () (")
L) ®
RNt 65
0o (") (")
=Dnp1

en développant par rapport a la premiére colonne. Par ré-
currence, Dy p, = Dpo = 1.
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