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2009 - 2010

Colle n° 24 — Intégration

Lycée Fénelon Ste Marie
MPSI

Exercice 1.

Pour deux entiers naturels n et &k > 1, on note rx(n) le
reste de la division euclidienne de n par k. Etudier la
convergence de la suite de terme général

ri(n) +7a(n) + -+ raln)

Up =

Exercice 2.

Le but de cet exercice est d’apprendre a calculer des in-
tégrales du type

#dm et m’iﬂd%
ax? 4+ bx +c vax? +bx+c

oua,b,c,p,g € R, a#0.

1. Expliquer comment on met le polynéme de second
degré f(x) = ax® + bz + c en forme canonique f(x) =
a(z —a)? + B.

2. Soit (@, 8) € R x R*. Calculer

(Indication : Selon les signes de a et 3 se ramener aux dé-
rivées des réciproques des fonctions hyperboliques ou
trigonométriques.)

3. Ense ramenant a la question précédente calculer

dx dzx
dx dx

4. Calculer

rdz ot z+1 da
422 + 16z + 17 V2 —2r+3
(Indication : Séparer de maniére intelligente la fraction en
une somme de deux fractions.)

Exercice 3.

V=422 ¥ 8z +5

™
2. Déterminer la valeur de / (cosz)’da.
0

7/4
1. Calculer / do
0

2 2
-2 .. .
3. Calculer 1 mdx. (Indication : Factori-

ser le dénominateur et décomposer en éléments simples.)
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Exercice 4.

Soit f : R — R une fonction continue T-périodique telle
que fOT f(t)dt = 0. Montrer que :

b
Va,b e R,/ FO)dt ——— 0.
a A—+oco

Que devient le résultat si fOT f(t)dt #£07?

Exercice 5.

Soit f continue de [0, 1] dans R, n € N tels que

1
Vk € {0,...,n}, / fu)u"du = 0.
0

Montrer que f admet au moins n+1 zéros distincts dans

10, 1].

Exercice 6.

Soit f continue sur [0, 7] telle que

Aﬁ f(u) cos(u)du = AW F(w) sin(u)du = 0,

montrer que f s’annulle au moins deux fois sur |0, 7[.

Exercice 7.

Soit f une fonction dérivable, strictement croissante et
surjective de R™ dans lui-méme.

1. Si g estla fonction réciproque de f, montrer que pour
toutz € RT,ona I'inégalité,

of(z) = A " pyde+ A " g(s)ds.

2. Pour z et y dans R, prouver I'inégalité,

zy < Am ft)dt + Ay g(s)ds.

3. Etudier le cas d’égalité.

4. En déduire que pourp > 1,z > Oety > 0,0ona, en
posant g = #, I'inégalité,

xl’ yq

ry < — +
p q
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1. Solutions

On note |¢] la partie entiére du réel ¢ et On reconnait la somme de Riemann de la fonction
1
Un = —2(7"1 +7"2+"'+7"n)~
: " . L te[1/t]t
11 est facile de voir que |n/k] estle quotient de la division
euclidienne de n par k. Nous avons donc r, = n— [n/k]k
et N sur le segment [0, 1]. Comme cette fonction est Riemann-
wp = 1— 1 ZL”/’CJ’C/” if1té.grable stllr [0,1], la suite (un)n>1 est convergente de
— limite 1 — ['[1/t]tdt.
1. On calcule
2 2 2 32 _
f(z) :ax2+bm+c:a(aﬂ2+ém) +c:a<m2+éx+ (i) > — b—+c:a(x+i) — w.
a a 2a 4a 2a 4a
La courbe de f est donc une parabole de sommet (o, 8) = (— %, #) . D’ailleurs on retrouve ainsi la formule pour les
racines d’une équation de seond degré.
2 2 _ 4y Vb2 — 4
flx)=0 «—= a(m—i—i) _ 0~ dac = x—i—i::tu.
2a 4a 2a 2a

2. On distingue les cas suivants.
» a>0,08>0.

d

[t e (o) o

[t g v i) e

» a < 0,8 < 0.Pour la premiére intégrale on factorise —1 pour se ramener au cas ci-dessus. La deuxiéme intégrale n’a
pas de sens car I'expression sous la racine est partout négative.

» a>0,8<0.

/a(m _d;)uﬁ _ —Lﬁ/ (\/zﬁ(xdxa))21 _ \/j_aﬁargth (E(xw)) +C
e = e SICII

1

Rappelons que argth(t) = % In ( g) pour [t| < 1. On prendra %én ‘

1+
1-t¢

‘ sur R\ {£1}.

» a < 0,8 > 0. Pour la premiére intégrale on factorise —1 pour se ramener au cas ci-dessus. Pour la deuxiéme intégrale
on trouve

[ et e~ e (o)

3. Il faut mettre le polynéme de second degré f sous forme canonique. Le plus rapide est de remarquer que l'abscisse «
est déterminée par f’'(a) = 0 et que 8 = f(«).
Par exemple, si f(r) = 42> — 8z + 7 alors f'(z) = 8z —8eta = 1, puis 8 = 1.
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/4m278x+7

4:v2+8:v+3

dz 1
/ :vfl :/(2x72)2+1:Earctan(2x72)+C

- %/ (2(m+11) —1 2(x+11)+1> dz

(€n|2$+1|—€n|2$+3|) +C

1
1

= larcsin (;(m - 1)) +C

/ﬁ:/\/%:%/w(;ﬁ_?

s (0] 0

2v/2

» La dérivée de 4z + 16z + 17 est 8z + 16. C’est pourquoi nous allons faire apparaitre ce terme au numérateur pour
reconnaitre la dérivée d"une fonction composée ¢n |u(z)|.

zdx _ 1 [ (8z+16 — 16) d

422 + 162 + 17 ~ 8 | 4x2 + 162 + 17
_1 8z + 16 dm—l 16 des
T8 | 4x2+ 16z + 17 8 | 4x2+ 16z + 17

1 2 dx
= —/n |4 1 17| -2 | ———
8n|x+ 6x + 7| /4(m+2)2+1

= é (n(4z® + 16z 4 17) — arctan(2z + 4)) + C.

» Meéme principe, cette fois pour retrouver la dérivée d’une fonction composée /u(z).

z+1 do — (2x72)+2
Va2 —2x+3 Va2 —2x+3

2x — 2 dx
= | —dr+2 | ———
2vVx?2 —2x + 3 Va2 —2x+3

=22 -2x+3+2

e
= /772053 + 2arn f>+c
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Solution 3.

1. On revient a la forme canonique d’un polynéme de second degré.

/7/4 dx B /7/4 dr B l/r7/4 dr
o V—4?+8x+5 Jo /9-4@z-1)2 3 ) \/1*(%(1771))2

1 [ i (2( 1))]7/4 il + 1 arcsin 2
= = |arcsin | = (z — = — 4+ = —
2 3 3

o 12 2
2. Solution sans calcul : Posons f(z) = (cosx)®. Comme pour tout z € Rona cos (5 — ) = —cos (§ +x),0ona
également f (5 — ) = —f (5 + z). Autrement dit, la courbe de f est symétrique par rapport au point de coordonnées

(5,0). Cela implique que
/2 ™ ™
/ f(z)de = — f(z)dz, etdonc / f(z)dz = 0.
0 0

/2

4
N

Solution pour les aveugles : Comme

1

. 3
1T —ix 1 . . . Ca
i) = (" 436" + 3¢ 47 = §(2cos(3x) +6cosz) =

(cosz)® = ( 3 3 (cos(3z) 4+ 3cosx).

Py

on trouve

™

(cosz)*dz = [i sin(3z) + 3sin x] =0.
0 12 0

Troisieme solution :

™

AW(COS 2)Pdz = [(1 — (sin)?) cos adar — AW (cosz — (sin)? cosz) do = [sinx) + 3 (sina)?] =o0.

0

3. D’apres le théoreme de décomposition en éléments simples il existe des réels a, b, c tels que

z2 =2 a b c

e+ 1)(z+2) x  z4+1 z+2°

On obtienta = —1etb = c¢ = 1. Donc
? z2 -2 )
ﬁ P32 1 op = [— oz + 6|z + 1]+ 6|z +2[]] =0.

Solution 4.

Posons F(z) = [; f(t)dt. Alors
z+T T T+ax
Flz+T) = / f@)dt = / f(t)dt+/ f(t)dt

LM

1
= S [FO®) = F(a)| < 0.

l ' FOM)dt

SiC = fOT f(t)dt # 0, alors posons g(t) = f(t) — < de

S
)\ A—+4o00

T
Par hypothese, fOT ft)dt = 0et TT'HC ft)dt = [ f(t)dt telle sorte que [; g(t)dt = 0.
par périodicité de f. Ainsi F' est aussi T-périodique. b b b o
Pour A >0, / f(At)dt = / g(At)dt +/ Tt
b Ab a a a
1 1
At)dt = — u)du = — (F(Ab) — F(Xa
1 f(AL) L fu) /\( (AD) (Aa)) D’apreés ce qui précéde, fab g(At)dt T 0. Donc
—+oco

par le changement de variable u = At. Comme F est conti-
nue et périodique, elle est bornée sur R : il existe M € R b b o C(b—a)
tel que Vo € R, |F(z)| < M. Par conséquent, f)de A—too Tdt - T
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Solution 5.

Commencons par remarquer que la linéraité de l'intégrale
entraine que

VP € R, [X], / F(w)P(u) = 0.

Raisonnons par 'absurde en supposant que la fonction f
admet p < n zéro(s) sur |0, 1[. Quitte a rejeter certains zé-
ros, on peut considérer que f change de signe en chacune
de ces p zéro(s).

» sip =0, onaurait f < 0ou f > 0 sur |0, 1] par conti-
nuité de f ce qui entrainerait

1
/ f(u)du #0
0
ce qui est absurde.

» sip > 1. Notons z1 < 2 < --- < xp les zéros de f sur
10, 1[ otx f change de signe. Il est alors clair que

Solution 6.
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P

ue[0,1] = g(u) = f(u) [] (w—ax)

k=1

est continue non nulle de signe constant sur [0, 1] et donc

[ g(u)du # 0

ce qui est absurde car
1
/ g(u)du=0
0
p

H (X —x1) € Ro[X].

k=1

puisque

La fonction f admet au moins n + 1 zéros distincts dans
10, 1[.

Raisonnons 1’absurde en supposant que f s’annule au plus une fois sur ]0, 7[. Si f ne s’annulait pas, elle conserverait un
signe constant sur l'intervalle ]0, 7| en tant que fonction continue. Quitte a considérer — f au lieu de f, on peut supposer

ce signe positif. On aurait alors

A " f () sin(u)du = 0

et f X sin positive continue donc nulle ce qui est absurde car entrainerait f(¢) = 0 sur |0, 7[. Ainsi f s’annule en un point
a de |0, 7[. En reprenant les arguments précédents, on peut méme dire que f change de signe en «. Quitte & considérer — f
au lieu de f, on peut supposer f positive sur [0, o] puis négative sur [a, 7]. On aurait alors

/7r f(t) sin(a — t)dt = sin(«) /” f(t) cos(t)dt — cos(a) /” f(t)sin(t)dt =0

avec

vt e [0,7], g(t)

f(t)sin(ae—1¢) >0

et g continue d’oit g = 0 et donc f(t) = O sur [0, 7] \ {a} ce qui est absurde.

1. Notons

x f(z)
Vr e Ry, F(z)= / ft)dt + / g(s)ds.
0 0

Nous avons que F' est dérivable sur R, car f est dérivable
et g continue (en tant que bijection réciproque de la bijec-
tion continue f), et

Ve Ry, F'(z)=f(z)+9(f(2)f (z) = f(2) +af (2),

c’est-a-dire que les fonctions F et z — x f(z) ont la méme
dérivée ; comme elles coincident en 0, nous en déduisons
I'identité demandée.

2. D’apres la premiere question, nous avons

Axf(t)dtJrAyg(S)ds:xf(x)+/f?x)g(8)d8.
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Si f(z) < vy, alors pour tout s € [f(z),y], nous avons
z = g(f(x)) < g(s). Enintégrant cette inégalité membre a
membre, on obtient

Y

2y — f(2)) < / o(s)ds,

f(x)
c’est-a-dire

xyéxf(m)—l—/l)g(s)dszlz f(t)dt—&-lyg(s)ds.

f

Dans le cas y < f(z), une preuve semblable conduit a
I'inégalité demandée.

3. On applique I'inégalité de la question 2. a la fonction

f(t) =t~
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