Mathématiques
2009 - 2010

Colle n° 23 — Matrices

Lycée Fénelon Ste Marie
MPSI

Exercice 1.

Soienta, 8 € R, E = R*et
Uy = (057 _05757_5)7 U2 = (047067575), us = (575705704)

Ug = (/67 _5705705) et us = (1717 17 1)

Déterminer le rang de la famille (ug)1<k<s-

Exercice 2.

Soient £/ un espace vectoriel de dimension 4 et de base
(e1,e2,e3,e4), « € Reet (f1, fo, f3, f4) la famille de vec-
teurs définie par,

fi=ex—e3—aes , fo=-e1+e2,

fa=aei+ex—e3 et fa=es+ (a—1)e1 — aes + aes.

Discuter le rang de cette famille en fonction de a.

Exercice 3.

Considérons pour 0 < p < 1 la matrice

M:L(”’).
1+p\pl

1. Etude des puissances de M.

1.a. Vérifier que
VA € Ma(R), A® —tr(A)A + det(A)Iz = O3.
1.b. En déduire I’expression de M™ pour tout n € N.

1.c. Calculer lim M™.

n— 00

2. Une application.

2.a. Une bouteille de vin contient un litre de vin, et une
bouteille de biére un litre de biére. On verse une par-
tie de la premiere dans la seconde. Puis une partie de la
seconde dans la premiére, de sorte qu’a l'issue de cette
opération chacune des deux bouteilles contient un litre
de mélange. La proportion de biere dans la bouteille de
vin est-elle plus petite, égale ou plus grande que la pro-
portion de vin dans la bouteille de biere ?

2.b. On itére n fois I'opération décrite ci-dessus, en
transvasant toujours la méme quantité. Calculer la pro-
portion de biere dans chaque bouteille lorsque n tend
vers oo.

Exercice 4.

Soient n > 1 et A, B deux matrices de M, (R) telles que
AB = A + B. Montrer que A et B commutent.
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Exercice 5.

Soitn > 1.

1. Soient 1 < 4,57 < n et M une matrice de M, (R) tels
que ME; ; = E; ;M. Que dire des ccefficients de M ?

2. Déterminer les matrices de 9, (R) qui commutent
avec toutes les matrices de M, (R).

Exercice 6.
Soit A € My (K).

» Montrer que les conditions suivantes sont équiva-
lentes.

1. rg(A) =p.
2. Les colonnes de A forment une famille libre.

3. Les lignes de A forment une famille génératrice de
KP.

4. Aestinversible a gauche : 3B € M, (K), BA =1,.

» Montrer que les conditions suivantes sont équiva-
lentes.

1. 1g(A) =n.
2. Leslignes de A forment une famille libre.

3. Les colonnes de A forment une famille génératrice de
K™.

4. Aestinversible a gauche : 3C' € M, (K), AC = L,,.

Exercice 7.

Existe-t-il deux matrices de 91, (C) telles que

AB—-BA=1,7?

Exercice 8.

Soit f I’endomorphisme de R? défini par
(177%2) — (21’72/7 —T+yY,T— Z)

Prouver que f est un isomorphisme de R? et expliciter
son isomorphisme réciproque £~ .
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Colle n° 23 — Matrices

1. Solutions

Notons S le systeme (ux)1<k<5-

[1 11 1-| |'1 1 1 1

a a pf pB 0 0 a—p a—2¢

S ~ B B a « ~ 0 0 B—a B—«
a—af —p 02af—a—pF—«
B —Ba « 0-2a—p8 a—p

parLg%LgfaLl,Lg%LgfﬁLl, Ly Ly — ol et
L5<—L5—BL1.

Déterminons le rang de la famille en utilisant la présenta-

tion matricielle,
I' 1 1 0 0 -|
a 1 -1 0

a—1—-a a 1
0 1 -1 -«

et par les opérations, L3 < Lo—aL1, Ly < Ls—(a—1)L1
, Lo <+ Ly,

1 1 00
0 1 -1«
0l—a —-10
01—-2a o 1

puis Lg — L2 + (Oé — 1)L1, L4 < Lg + (20( — 1)L2,

11 0 0
01 -1 «
00 —a —ala—-1)

001l—a—-2a24a+1

» Sia =0, le systeme s’écrit

Solution 3.

1. Etude des puissances de M.
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parL3eL3+L2,

[1 1 1 1 ]

0 0 a—pa—p

S ~ 0 0 0 0
0—-2a 0 -—28
0-28 0 0

parL4<—L4+L2, L5FL5—L2.

»Sif=a=0, Sestderang 1.

»Sig=0eta#0,Sestderang 3.
»Sif3 #0eta# 3, Sestderang 4.
»Sifg #0eta =g, Sestderang 3.

1100
01-10
0000
0011

et le sytéme initial est de rang 3.

»Sia#0,
11 0 0
01 -1 a
00 —1 11—«

001l—a—-2a24a+1

et par 'opération Ly <— Ly + (1 — a)L3,

110 0
01-1 «
00-1 1-«

000 2—a—a?

Or,2—a—ao®>=(1-a)2+a)

» Sia = 1oua = -2, le sytéme initial est de rang 3,
sinon de rang 4.

1.a. Notons A = (2 54) € M>(C). D'apres la formule définissant le produit matriciel,

A2 a® + be ab + bd
~ \ac+cd be+ d2

Or,

(a+d)A:<

On a donc

a? + ad ab+ bd
ac+ cd ad + d?

A’ 4 (a4 d)A + (ad — be) 2 = 0,

et comme tr(A) = a + d et det(A) = ad — bc, on a

A® —tr(A)A + det(A)T, = O,.

www.mathoman. com


www.mathoman.com

Colle n° 23 — Matrices

Lycée Fénelon Ste Marie MPSI 2009 - 2010

1.b. D’apres ce qui précede, ona P(A) = O 00 A= (p+ 1)M et

PX)=X’-2X41-p =X —-p-1)(X+p—1).

Ecrivons la division euclidienne de X" par P : il existe Q € R[X], an et b, dans R tels que

X" = P(X)Q(X) + anX + by.

Ainsi (1 £p)" = an(1 £ p) + bn. On en déduit que

A+p"-Q0-p"

A+p)(A-p)" -1 -p)(A+p"

n = , b, =
2p 2p
puis A" = an A + byI2 et donc
n _ anA —|— bn]IQ
(p+1)"

1.c. Comme ;—5| < 1, 1a suite (M™),en converge vers

1 p—1 1/11

—A = — .

T 2 (1 1>

2. Une application.

2.a. Les deux proportions sont égales. En effet, on peut raisonner sans calcul : apres 1’opération, la partie de biere dans la
bouteille de vin prend un certain volume V' qui avant était occupé par du vin. Or, lors de 1'opération on ne perd pas de
liquide et on a encore la méme quantité dans chaque bouteille. Donc c’est précisément ce volume V' de vin qui se trouve

maintenant dans la bouteille de biére.

2.b. Soit a, (resp. b,) la proportion de bieére dans la bouteille de vin (resp. de biére) apres la n-ieme opération.
Evidemment, au départ, ap = 0 et by = 1. Détaillons la (n + 1)-iéme opération. En transvasant une proportion p,

0 < 1 < p, dela bouteille de vin dans la bouteille de bieére, on obtient encore la proportion a,, dans la bouteille de vin et la
proportion fp (bn + pan) dans la bouteille de biére. En retransvasant on obtient alors

ant1 = (1 —p)an +

bn+1 = (bn +pan)

1+p

_p_
1+p

1
(bn +pan) = ——(an + pbn),

1+p

En écriture matricielle avec la matrice A de la partie (a), cela devient :

An+1
=A
(hrsr) =

Donc avec le résultat de (a) on trouve lim a, = limb,, = 1/2.

Solution 4.

On remarque que A + B = AB équivaut a
(I, — A)(I, — B) =1I,.

Ainsi I,, — A est inversible d’inverse II,, — B d’ou

Solution 5.

1. D’aprésla définition du produit matriciel, M E; ; estla
matrice dont toutes les colonnes sont nulles sauf la j-ieme
qui vaut la i-ieme colonne de M et E; ;M est la matrice
dont toutes les lignes sont nulles sauf la i-ieme qui vaut la
j-ieme ligne de M. L'égalité de ces deux matrices est donc
équivalente aux égalités suivantes,

Mi,i = My,

et
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)= ()

(In = B)(Il, — A) = I,

etdonc A+ B = BApuis AB=BA=A+B.

Vk#iet V0#j , mik=mje=0.

2. Soit M une matrice commutant avec toutes les ma-
trices de M, (R). Elle particulier, puisque M commute
alors en particulier avec les matrices de la base canonique
(Ei,5)1<i,j<n, On peut appliquer les résultats de la ques-
tion précédente :tous les ccefficients diagonaux de M
sont égaux et les autres sont nuls : M est donc de la forme
M. Réciproquement, il est clair que les matrices de cette
forme commutent avec toutes les matrices de M1, (R).
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Solution 6.

» 1) = 2) Supposons que rg(A) = p. En particulier le
sous-espace vectoriel F* C K" engéndré par les colonnes
de A est de dimension p. Et comme le nombre de ces co-
lonnes est p, elles forment une base de F' et en particulier
une famille libre.

2) = 3) Supposons que les colonnes de A forment une
famille libre. Donc rg(A) = p et le sous-espace vectoriel
G C KP engéndré par les lignes de A est de dimension
p. Dot G = K?, et les lignes de A forment une famille
génératrice de KP.

3) =4) Supposons que les lignes Ai,...,A, de A
forment une famille génératrice de KP. Pour tout ¢ € [1, p]
notons e, la /-ieme ligne de la matrice identité I,,. On peut
écrire e, comme combinaison linéaire des lignes de A. Au-
trement dit, il existe by1, . .., ben € K tels que

e =buAr+ -+ bmAn, C€[1,p].

Raisonnons par l'absurde en supposant l'existence de
deux matrices A, B telles que

AB — BA =1,.
On aurait alors

tr(AB — BA) = tr(I,) = n.

» L’application f est clairement linéaire de R® dans R®.

» Pour tous x,y,2,2',y", 2 € R, f(z,y,2)) = (2/,y, %)

si et seulement si
2z —y !
-z +y /

xT — Z

Il
e 8

Appliquons la méthode du pivot de Gauss sous sa forme
matricielle
2 0 —-1| 2
-11 0|y
2 =104

par les opérations Lz <— Lo + Ly et L3 <= L3 — 2L
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En écriture matricielle cela signifie I, = BA avec
B = (b[k) S gﬁpn(K).

4) = 1) Supposons qu’il existe B € 9M,,(K) tel que
BA = 1I,. Alors les lignes de I, sont des combinaisons
linéaires des lignes de A. Donc les lignes de A forment
une famille génératrice de K?. Donc rg(A) = p.

» D’apres le premier point nous avons pour la matrice
transposée ‘A € M, (K) les équivalences suivantes

1. rg(*A) = n.
2. Les colonnes de ‘A forment une famille libre.

3. Les lignes de ‘A forment une famille génératrice de
K".

4. Aestinversible a gauche : 3B € M, (K), B'A =1,.

En remarquant que B'A = I, équivaut a A'B = I,, nous
trouvons donc les équivalences demandées.

Or , d’apres les propriétés de la trace,
tr(AB — BA) = tr(AB) — tr(BA) = 0.

Ainsi 0 = n > 1, ce qui est absurde. L'equation n’a donc
aucune solution dans ./, (K).

20 -1 2
01 —1| y+2

0-1 2 |2’ —27

puis L3 <« L3+ Lo
20-1 2
01-1 y/ + 2
00 1 |2 +y —2
d’ou,
T = x/ Jr y/
y= o' +2
Jop——; + y/ _
ainsi f est un isomorphisme et f~' est défini sur R® par

(z,y,2) = (z+y,z+2y,z+y —2).


www.mathoman.com

	Solutions

