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Exercice 1.

Let f be an endomorphism of a finite dimensional vector
space E. Show that

F={geZ[E)| fog=gof=0}

is a sub space of .Z(E). Find its dimension.

Exercice 2.

Soit A une R-algeébre commutative, integre et de dimen-
sion finie. Montrer que A est un corps.

Exercice 3.

On considére I'application f de R* dans lui-méme défi-
nie par :
flxy,2) = (- +2z,—y+zc-2y+2)
pour tout (z,y, z) € R3.
1. Démontrer que f est linéaire.
2. Déterminer une base du noyau de f.

3. Déterminer une famille génératrice de Im(f). En dé-
duire une base de Im(f).

4. Vérifier que Ker(f) C Im(f).

5. Calculer (fo f)(z,y, z) et en déduire que f o f estun
projecteur.

Exercice 4.

Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie
et ¢ une application linéaire de £ dans F'. Montrer que
 est un isomorphisme si et seulement si'image par ¢ de
toute base de E est une base de F'.
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Exercice 5.

Soientn > 0, E = R, [X] et f € Z(FE) définie par
VPEE, f(P)=P-P.

Montrer que f est inversible et calculer son inverse.

Exercice 6.

Soient f}, les fonctions de R dans R définies par
VO< k<2, fi cx s ke,

On note E le sous espace vectoriel de RE engendré par
ces trois vecteurs.

1. Quelles est la dimension de E ? En donner une base.

2. Onnote D l'opérateur de dérivation défini par
D:feEw—sf.

Prouver que D € Z(E).

3. Montrer que D € GL(E).

Exercice 7.

Soient u,v € L(FE) oit E est un espace vectoriel
de dimension finie. Déterminer le rang de 1’endomor-

phismede L(E)® : f—vo fou.
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1. Solutions

» First we remark that

¢ : L(E) — Z(E), gv+— fog,
Oy L(E) — ZL(E), g — gof,

are linear maps. This is so because
D1(A\g+ph) = fo(A\g+ph) =Afog+ufoh
= A®1(g) + p@1(h),
P2(Ag+ ph) = (Ag+ph)o f =Ago f+pho f
= A®2(g) + p2(h).

By the way, in the above computation concerning ®; we
used the linearity of f. But for 2 we did not; in fact -
would still be linear even if f wasn’t.

We deduce that .# = ker ®; Nker ® as intersection of two
subspaces of .Z(FE) is a subspace as well.

» Let n = dimFE and r = rg f. An endomorphism
g € Z(FE)isin .Z if and only if

Img Ckerf and Imf Ckerg.

I faut montrer que tout élément non-nul de A est inver-
sible. Soit a € A\ {0}. L'application

Yo : A — A, b+— ab,

Solution 3.

1. A faire une fois dans sa vie. Une seule. Et sans se trom-
per.

2. Le vecteur (z,y,z) appartient au noyau de f si, et
seulement si, il vérifie le systéme suivant :

- +2=0
- y+z=0
T -2y +2z=0
qui est équivalent au systéme triangulaire :

—x +2=0
—y+z2=0

Par conséquent, (z,y,z) € Ker(f) si, et seulement si, il
existe un scalaire ¢ tel que

(z,y,2) = t(1,1,1).

Le vecteur (1, 1, 1) est donc un vecteur directeur du noyau
de f.

3. On sait que Im(f) est engendré par les images par f
des trois vecteurs de la base canonique de R?, c’est-a-dire

par
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The first condition means that g is like a linear map from
an n-dimensional space to a (n — r)-dimensional space;
the second condition means that g vanishes on an 7-
dimensional sub space. Both conditions together signify
that g is like a linear map from an (n — r)-dimensional
space to an (n — r) dimensional space. Thus

dim.Z = (n—r)°.

» Beginner’s version : if the above argument was too fast
for you, try this. Choose a basis (b1, ...,b,) of Im f and
enhance it to a basis (b1, . .., bn) of E. Remember that the
linear map g is uniquely determined by its restriction on
that basis. Now, the condition Im f C ker g is equivalent
to g(b1) = --- = g(bs) = 0; so our choice for the first
r images is already done. The condition Img C ker f is
then equivalent to saying that the images g(bx), k > r,
of the n — r remaining basis elements are all in ker f;
since the dimension of ker f is n — r, we can choose
g(br41),...,9(bn) in an (n — r)-dimensional space. Using
the formula dim .Z(F,G) = dim F' x dim G, we obtain
finally dim .# = (n —r)?.

est linéaire. Si b € ker ¢, alors ab = 0 et comme A est in-
tegre cela implique que b = 0. Donc le noyeau de ¢, est
nul. L'endomorphisme ¢, est alors injectif, et méme bi-
jectif car A est de dimension finie. En particulier il existe
b € Atel que ab = 1. Donc a est inversible.

uy = (—1,0, 1),
U2 = (07—17—2),
us = (1,1,1).

On trouve les relations de liaison entre ces trois vecteurs
en résolvant I'égalité vectorielle

zu1 + yue + zuz =0,

traduite par le systéme linéaire suivant :

—x +2=0
- y+2z2z=0
r—2y+2z=0

qu’on a déja résolu a la question précédente : toutes les
relations de liaison sont proportionnelles a

u1 + uz +usz = 0.

Par conséquent, I'image de f est engendrée par (u1, us2)
et comme ces deux vecteurs ne sont pas proportionnels,
ils sont linéairement indépendants et forment une base
de Im(f).
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REMARQUE — Il est important de bien comprendre pourquoi
le méme calcul fournit une base du noyau et les relations de
liaison entre les vecteurs d'une famille génératrice de I'image.
Soit (e1, ea, e3), une base de R® (ici, la base canonique). On sait
que l'image de f est engendrée par les vecteurs f(e1), f(e2)
et f(es). Les relations de liaison entre ces vecteurs sont de la
forme :
Auf(er) + A2 f(e2) + Asf(es) =0,
soit, par linéarité de f,
f(A1er + Aze2 + Azes) =0,
ce qui signifie que le vecteur
Are1 + Aze2 + Azes
appartient au noyau de f.
4. Le vecteur (1,1, 1) est un vecteur directeur du noyau

de f et il appartient a I'image de f (c’est le vecteur us),
donc Ker(f) C Im(f).

REMARQUE — Pour démontrer qu’un sous-espace F est
contenu dans un sous-espace G, il suffit de vérifier que les

Solution 4.

» Montrons que si ¢ est un isomorphisme, I'image
de toute base de E est une base de F : soit # =
{e1,...,en} une base de E et nommons %’ la famille

{wler), s plen)}-

o A estlibre. Soient en effet A1, ..., A\, € R tels que
Arp(er) + -+ Angp(en) = 0.

Alors p(A1e1 + -+ + Anen) = 0 donc, comme ¢ est injec-
tive,
>\1€1+"'+)\nen20

puis, comme X est libre, \1 = --- = X, =0.

o %' est génératrice. Soit y € F. Comme ¢ est surjective,
il existe z € E tel que y = ¢(x). Comme # est généra-
trice, on peut choisir A1, --- , A, € R tels que

T =Ae1+ -+ Apen.

Solution 5.

Posons @ = P — P’. On a clairement par telescopage
Q+Q + - +Q™W=pP-pt =p

car P""*Y = 0. L'application g de E dans E définie par

Solution 6.

1. Prouvons que la famille (fi)o<k<e est libre. Soient
Ao, A1 et A2 € R tels que

Mofo+Aifi+A2fe =0,
c’est-a-dire, pour tout x € R,
o€ + Aze®® + hoxe®® =0,

ie,
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vecteurs d'une famille génératrice de F' sont tous des vecteurs
de G.

5. Pour tout (z,y,2) € R?,

f(f(m,y,z)) = (_(_m+z) + ($_2y+z)7
—(~y+2)+(z -2y +2),
(—o+2) = 2y +2)
+ (z =2y + 2))
= (2z — 2y,x — y,0).

Par conséquent,

(o (o F)wp,2)) = (222 — 29) — 20z — ),
(2z - 2y) — (z — y),0)
= (2z — 2y,z — y,0)
=(fof)(z,y,2)

donc f o f est un projecteur.

Alors y = Aip(er) + -+ - + Anp(en).

» Supposons que I'image par ¢ de toute base de E soit
une base F. Soient Z = {ei, ..., e, } une base de F et &’

labase {¢(e1),...,¢(en)}

o Im(y) contient B’ qui est une partie génératrice de F.
Donc ¢ est surjective.

¢ Soit maintenant z € E tel que ¢(z) = 0. Comme 2 est
une base, il existe A1, ..., An € R tels que
x=Ae1+ -+ Aneén.
Alors
e() =0=Xip(e1) + -+ Anp(en)

donc puisque %’ estlibre: A1 = --- = A\, = 0. En consé-
quence si (x) = 0 alors = 0 : ¢ est injective.

9@=Q+Q + - +Q™

vérifie g o f = idp : f est inversible a gauche dans 1’an-
neau ((£(E),+, o) avec E de dimension finie n + 1, on en
déduit que f est un isomorphisme d’inverse g.

Xo + Mz + Aaz® =0,
et puisque une fonction polynéme est nulle si et seulement
si tous ses coefficients sont nuls ,

Ao =A1 =2 =0.

La famille (fx)o<k<2 est donc libre et E est de dimension
3.

2. C’est parti !
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» Le caractere linéaire de la dérivation est bien connu, il
suffit de vérifier que D(E) C E. On remarque sans peine
que, pour tout z € R,

fo(x) = 26", fi(z) = 22e* 4", fo(x) = 2w +227>".

Ainsi D(fo) = 2fo, D(f1) = fo+2f1 et D(f2) = 2f1+2f2,
d'ouD(E) C EetD € 4(E).

3. Prouvons que I'image de (fo, f1, f2) par D est une base
de E. Puisque E est de dimension 3, il suffit de prouver

Solution 7.

» Solution 1
Soit S un supplémentaire de Ker u. On définit I'applica-
tion linéaire

U:Im® — L£(S,Imv)
| Im v

g—"9s

Cette application est bien définie car, pour tout f € L(E),
Im(vo fou) C Imv. Montrons que c’est un isomorphisme.
Soit g € Ker ¥. Puisque g € Im ®, il existe f € L(FE) tel
que g = vo fou Commeg € Ker ¥, g5 = 0. Mais on
a aussi évidemment g| ker , = 0. Puisque £ = Ker u & S,
g = 0 et ¥ est injective.

On sait que v induit un isomorphisme % de S sur Imw.
De méme, v induit un isomorphisme ¢ de 7" sur Im v ot T’
est un supplémentaire de Ker v. Soit § € Im . On définit
f de la maniére suivante : f(z) = o' o § o @' () pour
x € Imu et f = 0 sur un supplémentaire quelconque de
Im u. On a alors bien ¥ (v o f o u) = g, ce qui montre que
¥ est surjective.

Par conséquent, rg ® = dim £(S,Imv) = rg urgv.

» Solution 2
Notons S un supplémentaire de Im u et T un supplémen-
taire de Ker v. On pose

F={feL(E),SCKer fImfcCT}

On vérifie que F est un sous-espace vectoriel de L£(E).
Montrons que ® induit un isomorphisme de F sur Im ®.

Soit f € F N Ker ®. Par définition de 7, fjg = 0. De plus,
vo fou = 0signifie que f(Imwu) C Ker v. Mais, par défi-
nition de F, Im f C T. Donc f(Imwu) C KervNT = {0}.
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que le rang de la famille image est trois. D’apres les cal-
culs précédents, il s’agit de déterminer le rang de la fa-

mille suivante,
210
022

002

Cette derniere étant de rang 3, le résultat est acquis.
L'image d’une base de E par D étant une base de E, D
est un isomorphismede E : D € GL(E).

D'olt fitmw = 0. Comme E = S ® Imu, f = 0 et la res-
triction de ® a F est injective.

Montrons que ®(F) = Im®. Soit f € L(E). Notons
la projection de E sur Im u parallelement a S et 72 la pro-
jection de E sur T parallelement a Ker v. On vérifie que
mo fom € F.Deplus, m ou = uetvom = v Donc
vo(mo fom)ou=vo fouie P(mo fom)=>(f).
Ainsi ® induit un isomorphisme de F sur Im ¢ et donc
rg ® = dim F. Or F est isomorphe & L(Imu, T'). De plus,
v induit un isomorphisme de 7" sur Imv donc dim T" =
rgv. Ainsirg ® = dim F = dim L(Imu, T) = rgurg v.

» Solution 3

Commengons par montrer le lemme suivant: siw € L(E)
est de rang p alors il existe deux bases (e;) et (¢;) de E
telles que

]IP OPJL—I’)

n—p,p OPvP

mat ;) (o) (w) = (0

ol n est la dimension de E. En effet, soit S un supplémen-
taire de Ker w. On se donne une base (e1,...,¢ep) de S et
une base (ep+1, ..., en) de Ker v. Posons €; = w(e;) pour
1 < ¢ < p. Comme w induit un isomorphisme de S sur
Imw, (€1,...,€&p) est une base de Im w qu’on compléte en
une base (1, ..., e, ) de E. La matrice de w dans ces bases
est bien de la forme voulue.

Notons p = rgu et ¢ = rg v. Notons (e;), (;) et (€}), (€})
les bases définies dans le lemme correspondant respecti-
vement a u et v. Soit f € L(E)et M = mat(si)y(eg)(f).
Alors mat (), (/) (vo fou) est la sous-matrice de M
(mi]')lgigp’lgqu’. Ainsi Im ® est isomorphe a Dﬁp,q(K) et
est donc de dimension pg = rg urg v.
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