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Exercice 1.

Déterminer les asymptotes a la courbe représentative de

f définie par f(z) = Va2 + zet.

Exercice 2.

Soient E un R-ev, u et v dans .Z(E) tels que
UoOvV —vou=u.

Etablir que, pour tout k& dans N* :

k k k
u ov—vou" =ku".

U

Exercice 3.

Soit f, un endomorphisme de E. Pour tout entier k£ > 2,
on note

k
fr=forof.
—_——
k fois

On suppose qu’il existe un entier n > 2 tel que f" soit
I'application identiquement nulle.

1. Soit z € Ker(I — f). Démontrer que f*(x) = x pour
tout entier £ > 1. En déduire que I — f est injectif.

2. Simplifier les expressions
I=PHol+f+f+ -+
et I+f+f++f"HolI-f

en utilisant les regles de calcul dans L(E) et en déduire
que I — f est un automorphisme.

3. Démontrer que, pour tout entier £ > 1, 'endomor-
phisme I — f* est inversible. On précisera I’expression
de son inverse.

Exercice 4.

Déterminer les polynémes P de R[X] divisibles par leur
polyndme dérivé P’.

Exercice 5.

Soit f : Ry — R croissante telle que

lim (f(z) - f(z—1)) = 0.

xr—+o00

Montrer que
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Exercice 6.

On note |z] la partie entiere d'un réel z.
1. Déterminer les limites en +oco des expressions sui-

vantes :

1.b. g(z) = %

ra. f(z) =z H ;

T

2. Déterminer la limite en 04 de:

3. Montrer que

n’admet pas de limite en +o0.

Exercice 7.

Calculer lorsqu’elles existent les limites suivantes

2?20z . A1I+z— V1422
1. lim ; 5. lim ;
r—0 xT z—0 €T
29 . — _
2. lim o+ 2zl |$|, 6. IETOO T+5
T ——00 xT
z—3;
limm2774' ¥z —1
3 e 342’ 7. limii;
. 2( ) r—0 xT
sin“(x
. lim ————; .oz —1
4 xl—rgrl—i—cos(x) 8. lim

z—1 ™ —1°

Exercice 8.

Soit f une fonction définie au voisinage d'un point zo.
Comparer les deux propriétés suivantes :

a. lim (f(z0+h) — f(0)) =0.

b. lim (f(zo +h) = f(z0 — 1)) = 0.

Exercice g.

Soit f une fonction définie au voisinage d’un point xo.
Comparer les deux propriétés suivantes :

a. lim (f(w0 +h) = f(0)) = 0.

b. lim (f(zo +h) — f(z0 — ) = 0.

Exercice 10.

Soient kK € Ret h > 0. Déterminer lim FE(kt)/E(ht)

t—Foo

ol E(t) est la partie entiere de ¢.
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1. Solutions

Les racines de 22 + z sont 0 et —1. f est donc définie sur
] — 00, —1]UJ0; +o0]. On a d’abord lim,_,y+ f(z) = +oo
par croissance comparée. La courbe admet donc I’axe des
ordonnées comme asymptote verticale. De plus, en 00

Démontrons la formule par récurrence sur k € N*.
» HR(1) estbanale car uov —vou =u.
» Soit k > 1. Supposons H R(k) vérifiée, i.e.
u ov—vou =ku”.
En composant a gauche par u, on obtient :
u*tov —uovout = kuft

Mais, en composant a droite par u* dans I'égalité

UOV —VOouU=1u,

Solution 3.

1. Siz € Ker({ —
z — f(xz) = 0g, soit

f), alors (I — f)(z) = 0g, donc

flz) ==
Supposons qu’il existe un entier k > 1 tel que f*(z) = =.
Alors, par hypothese de récurrence,

@) = A (f(2) = fF(2) = =

Par conséquent, f ’“(m) = z pour tout entier k > 1 et en
particulier pour k = n. Or f" est1’application identique-
ment nulle, donc f"(x) = Og. Ainsi z = Og, ce qui dé-
montre que le noyau de I — f est réduit au vecteur nul, et
donc que I — f est injectif.

2. On peut développer et factoriser dans .Z(E) comme
dans C (en remplagant la multiplication complexe par le

Solution 4.

» Soit P un polynéme réel non nul divisible par son po-
lynome dérivé P’. Notons Q leur quotient. @ est de degré
un et, sin > 1 désigne le degré de P, de ccefficient domi-
nant % Soit a 'unique racine réelle de Q,

nP = (X —a)P.
En dérivant formellement une fois, on obtient,
nP' = (X —a)P" + P,

ie
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1
z

F(@) = laly 1+ ~e*

e () (o0 (2)
= |a| (1+%+0(i))

La courbe admet donc la droite d’équation y = « + %
comme asymptote oblique en +oco et la droite d’équation

y = —x — 2 comme asymptote oblique en —oo.

8|

on obtient également

k k+1 k+1
uovou —UOU+ :u+ .

Ainsi, en sommant membre & membre ces égalités, on
aboutit a

W ov —vouf T = (k+ 1)U

HR(k + 1) est donc vérifiée.

» HR(k) est donc vérifiée pour tout k € N* d’apres le
principe de récurrence.

produit de composition). On en déduit que
I=Hol+f+f++f)=I-f"=I
puisque f" est’endomorphisme nul. De méme,
(T+f+ 4t ol-H=1

Ces deux relations montrent que I — f est un automor-
phisme et ayant pour automorphisme réciproque

O R A
3. On vérifie que I'application réciproque de T — f* est

[+fk+f2k+“‘+fk(nfl).

(n—1)P = (X —a)P".
Par une récurrence immédiate, on prouve que pour tout
entier k < n,

(n—k)P™ = (X — q) PV,
On a donc, apres évaluationen a, Vk <n — 1,
(n—k)P™ (a) = 0.

Le réel a est donc une racine de P de multiplicité au moins
égale a n. Puisque n est le degré de P, P est de la forme
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P=XX-a)", n>1, AeR".

» Réciproquement, tout polynéme P de la forme

Solution 5.

Soit ¢ > 0. Comme f est croissante et

lim (f(z+1) = f(z)) =0,

T—+00
il existe M > 1 tel que

Vo > M, ogf(m)—f(x—ng%.

Soit z > M. Notonsn = |z — M|.On a alors les n + 1

inégalités suivantes

VO<k<n 0<fl@—k)—fla—k-1)<:.

En sommant ces inégalités, on aboutit apres telescopage a

0< f(z)— flx—mn—-1)<(n+1)

| ™

Commen = |z —M| < z— M,onaendivisant par z > 0
et en remarquantque x — n < z,

J@) _ fz—n-1)

X
T T

0<

Solution 6.

1. 1.a. Pourtoutz > 1,ona:
1
T

lim f(z)=0.

Tr—r+o00o

Jr

N M

donc f(z) = 0. Ainsi :

1.b. Pour tout réel z,on a:
r—1<|z] <z

et pour tout x > 0, on aboutit a :
1
1-=-<yg(r)<L
x

On déduit alors du théoréme des gendarmes que

lim g(z)=1.

xr— 400

2. Pour toutxz > 0,ona

f(x) = g(1/x),
eton avu que

lim g(u)=1.

Uu—r 400
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P=XX-a)" n>1, AeR

est clairement divisible par son polyndme dérivé.

n<rx—M<n+1

ainsi
M-1<z—-—n—-1<M

et dong, par croissante de f, on a
flz—n—1) < f(M)
et ainsi, pour x > M,

0< 1@ ¢ + <
x T 2

En choissant z > max(1,2f(M)/¢), on a alors

(x) e €
A
0s7 Sg3tg=e
On a prouvé que
T AC

Comme u = 1/z tend vers +oo lorsque z tend vers 0+,
on déduit du théoréeme de composition de s limites que

lim f(z)=1.

0+
3. Ona, pour toutn € N*,

h(n) =1
et donc

lim h(n)=1.

n——+oo

De plus, pour tout n € N*, on a aussi

h(n+1/2) = WL# = <1+ %)n,/njt 1/2
etdonc:
h(n+1/2) > y/n+1/2.

lim h(n+1/2) = 400 # 1.

n—-+oo

Ainsi

Comme les deux suites (n),>1 et (n + 1/2),>1 tendent
vers 400, on déduit du criteére séquentiel sur les limites
que h n’admet aucune limite en +oo.


www.mathoman.com

Colle n® 18 — Révisions

Solution 7.

1. La limite a droite vaut +2, la limite a gauche —2 donc
iln’y a pas de limite au point 2.

2. Comme
2
2
Vr #0, %m =z + 2signede x
avec = — 2signe de = bornée, on trouve —oo.
3. Comme
2
< —4 T+ 2
V. 2 =
z72 22 —-3z+2 x-—1’
On trouve 4.
4. Comme
sin?(x) _ (2sin(z/2) cos(z/2))? — 2sin’(2/2),
1+ cos(z) 2 cos?(z/2)
on trouve 2.
5. Pourz > —1,0ona
Vidtoz—v1+a2 z—2?
T z(V14+z+V1+2?)
. l1—=z
VIito+VI+a?

Montrons que a) entraine b). En remplacant h par —h
dans a), nous avons ,llirr%)(f(mo — h) — f(zo)) = 0.
—

lim (7o + h) — f(z0 — h)) = lim (f (o +h) — [(ao) —
(f(zo — h) — f(®0))) = 0. Nous avons ainsi montré que

Solution g.

Montrons que a) entraine b). En remplacant h par —h
dans a), nous avons ,llin%(f(mo — h) — f(z0)) = O.
—

lim (f(zo +h) = f(zo = h)) = lim (f(z0 +h) = f(zo) —
(f(zo — h) — f(z0))) = 0. Nous avons ainsi montré que

Si k = 0, nous avons \ lirin E(kt)/E(ht) = 0. Supposons
—+oo
que k # 0 et fixons ¢ assez grand. Nous avons

E(kt) E(kt)kt ht

E(ht) kt ht E(ht)’
Ona lim FE(z)/z = lim E(y)/y = 1. En effet c’est
r—+4o0 Yy——o0

une conséquence des “gendarmes” et des inégalités sui-
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on trouve ainsi 1.

6. Comme pour x > —5,0na

2

Vers-Vam3= et =

on trouve 0.

7. En utilisant que a®> — 1 = (a — 1)(1 + a + &*) pour
a = /1 + 22, on obtient pour tout = # 0,

Vita2-1 1
x2 T l4a+a?

On trouve donc %

8. L'énoncé n’a de sens que pourn > 1. Pour x # 1,on a

n n—1
Ly
z—1

k=0

Ainsi, on trouve %

lim (f(z0 + h) = f(zo — ) = 0.

La propriété b) n’entraine pas en général a), comme le
montre 1’'exemple suivant : on définit f sur R par f(t) = 1,
sit € R* et f(0) = 0. La fonction vérifie bien la propriété
b) au point 0 mais pas a).

lim (f(z0 + h) = f(w0 = h)) = 0.

La propriété b) n’entraine pas en général a), comme le
montre I’'exemple suivant : on définit f sur R par f(¢) =1,
sit € R* et f(0) = 0. La fonction vérifie bien la propriété
b) au point 0 mais pas a).

vantes valables pour tousz > Oety <0 :

x71<E(x)<
x x Yy Yy

On conclat que
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