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Exercice 1.

a. Let G' be a non-constant complex polynomial func-
tion. What is its image ?

b. Let F' be a non-constant complex rational function.
Show that it takes every complex value with at most one
exception. When is F’ surjective ? Injective ? Bijective ?

Exercice 2.

Déterminer

zt 4227 —1
——dx
x?(z? 4 1)2

Exercice 3.

Soit n € N*. Simplifier 'écriture des sommes

—~ 1 - k
A:;k(kﬂ)’ B:;(k+2)(k+3)(k+4)'
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Exercice 4.

Trouver une primitive de la fonction

4x

e : R\{-1,1} — R, z > e

Exercice 5.

On considere les fonctions réelles données par

4z - 2z
flx) = ; g(x) = 7 3212

Pour chaque fonction déterminer son ensemble de défi-
nition, puis trouver une primitive.

(Indication : séparation de la partie polaire, puis décomposi-
tion en éléments simples.)

Exercice 6.

Décomposer en éléments simples sur C[X] et sur R[X]
les fractions rationnelles suivantes :

a 1
T Xn -1
Xn—l
b. Xn 1
1
c.
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1. Solutions

Since we work on an infinite field, we don’t have to dis-
tinguish between polynomials and polynomial functions
or between rational expressions and rational functions.

a. The image of G is C. In fact, if b € C, then the non-
constant polynomial G — b has at least one root in C.

b. We write F' = G/H with two polynomials G and H.

» A complex number b is in the image of F if and only if
the polynomial G — bH has a root. But any non-constant
complex polynomial has a root. Thus

F is not surjective <= Jda,b€ C, G =a+bH.

» Suppose now that F' is not surjective. Take a,b as
above. We have

Since F' is non-constant, necessarily a # 0 and the po-
lynomial H is non-constant. According to the preceeding
question H is surjective, hence the image of a/H is C\{0}.
We conclude that the image of F' is C\{b}.

4 2
La fraction rationnelle f(z) = T +2z !

372(372 + 1)2

fz) =
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» Suppose that F is injective. Then for every y € C the
polynomial G — y H has at most one root. This means that
there exists a polynomial P(X,Y’) € C[X, Y] of degree 1
in X such that

G(X)—YH(X) = P(X,Y)", withn € N.

Looking at the degree in Y we see that necessarily n = 1.
Thus G(X) — YH(X) has degree 1 in X. This is only
possible if deg G < 1 and deg H < 1, the case deg G =
deg H = 0being excluded. Therefore, if F is injective then
it is necessarily of the form

_az+f
F(Z)_’YZ+(S7

and, since F' is not constant, we have det (ﬁ ? ) #0.
Conversely, any such function is injective.

» Combining the conditions about injectivity and surjec-
tivity we conclude that the only bijective rational func-
tions are the polynomials of degree 1.

n’a pas de dénominateur scindé sur R. Mais sur C on a

zt 227 — 1
z2(x +1)2(x — )2’

Comme f a un degré plus grand au dénominateur qu’au numérateur, sa partie entiere est nulle. Nous remarquons que f
est paire, ce qui suggere de comparer les décompositions de f(x) et f(—x).

a1 asz by ba C1 C2
f(x)_?JrPer i (xfi)2+x+i+(:c+i)2’
e N a1 az b  a C2
f@) = fl=z) = x a2 +(m—i—i)Q z—1i (z—14)2’

L'unicité de la décomposition implique que a1 = —a1 =0, b1 = —c1 et b = c2. Ainsi

et +22° -1 as b1 b b " ba

22224+ 1)2 " 22 x—i  (x—i0)2 x+i (x+i)?’
La multiplication par z? et I'évaluation en 0 donne az = —1.
La multiplication par (x — i)? et I'évaluation en i donne by = —1/2.
Enfin, en multipliant par 22 + 1 on obtient

zt 4227 -1 — 2% 71’2—1—1 ozt oz
2@ +1) ! 2w —1i) 2@+1i)’
Le passage 4 la limite en +oo donne 1 = 2ib; — 2, donc by = —3i/2. Ainsi
1 31 31 1
A it R s Rl e AT pearas Bl prova
L (L)
2 x2+1 2 -2 (z+4)?2)
Donc
f(m)dm—l—&—?)arctanm—&—l( L )+C—l+3arctanm+L+C’
Tz 2\z—i  z+1 Tz x2 41 '
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Solution 3.

En décomposant les fractions rationnelles on trouve :

11 1 1
A= (_7_): B U
E R+l % Zk—i—l
k=1 k=1 k=1
IR ST - SR S S R b B
- k k- k E n+1
k=1 k=2 k=2 k=2
" 1 3
B= _
( K+2  k+s k+4) ka

n+1

DI

M:l

+3Zk+3

I
|
N
Wl
+
3
>
+\~
w
|

Solution 4.

On pose Q = ~i

—7 On sait que @) posséde les quatre

poles simples £1, 3. Il existe donc des complexes (non-
nuls) a, b, ¢, d tels que

0= a n b n c n d
TX-1 X+1 X—-i X+4i

(La partie entiere est nulle car deg () est négatif.) En mul-
tipliant avec X — 1 puis en remplacant X = 1 on trouve
a = 1. De maniere analogue on procede pour b, ¢, d. Enfin
on trouve

Solution 5.

La fonction f est définie sur R \ {1}. On obtient une pri-
mitive ' comme suit.

oD )
F(x) =4(x + ¢n|z — 1)

La fonction g est définie sur R\ {1, 2}. On sépare sa partie
entiére de sa partie polaire par une division polynomiale.

T+ 3
x273x+2) 23 — 2z
— 2+ 322 -2
3z? — 4z

— 322492 -6

5x — 6
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n+3 k+3 4 k+3 n+4) 6 n+3 n+4’
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4X 1 N 111
X4—-1 X-1 X441 X-i X+i

En rassemblant les termes conjugés ci-dessus, on obtient

(@) = 2c 2z
PO = 1 T ey
Donc
2 2 |z2 — 1]
O(z)=/In|z” =1 —fn(z"+ 1) ={n o)
est une primitive de ¢ sur R\{—1,1}.
Donc
() = z3 — 2z —r434 5z — 6
== DE -2 @ DE-2)

D’apres le théoreme de la décomposition en éléments
simples il existe a, b € R tels que

5:—6  a b
(z—1)(z—-2) -1 2-2

On trouve a = 1 et b = 4. On obtient donc une primitive
G comme suit.
1 4

xr — 2

g(x) =

2
G(x):%+3x+€n|x71|+4£n|x72|)
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Solution 6.

a. Les poles sont les racines n®™ de 'unité et ils sont
simples donc :

1 _ Aw
Xn—1" X —w
w€ely
avec
1 1 w
Qw = = et
YT (X -1 (w)  nwnlon
b. De la méme facon,
Xn—l _ Qo
X -1 X —w
w€lUp
avec
X" Hw) wnt 1

a, = = =

(X" —1)(w) nw™ ! n

c. Les poles sont les racines n®™ de l'unité. Pour w €

Un \ {1}, le pole w est simple donc le coefficient de e !

dans la décomposition en éléments simples est :
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1
(X =X = D)) (w)
1 w

T X1+ a(X DX ) (w)  nw-—1)

Ay =

.. . 1
Notons a; et b1 les coefficients respectifs de X _1 et

1
m dans la décomposition en éléments simples. On
remarque que

1 1

(X—D(X"—1) (X-120+X+ - +x1)

donc en multipliant par (X — 1)? et en prenant la valeur

en 1, on obtient by = —. Enfin, on obtient a; en dérivant
n
1
T+ X -+ X1

et en prenant la valeuren 1 :

_ 14244 (m-1) 1-n
“= n? T 2n
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