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Exercice 1.

Etudier la suite définie par

Vn €N, upt1 = V4 + 3uy.

Exercice 2.

On pose, pour toutn >0 , u, = (v2—1)".

1. Montrer qu’il existe deux suites d’entiers relatifs
(an)nx0 €t (bn)n>o telles que, Yn > 0

2. Montrer qu’une suite d’entiers relatifs est conver-
gente si et seulement si elle est stationnaire.

3. En déduire que /2 est irrationnel.

Exercice 3.

Soit (un)n>0 une suite réelle bornée telle que

. U2n
1 n+—| =1.
im {u + 9 ]

n——+oo

Montrer que (un)n>0 converge vers 2/3.

Exercice 4.

Soit (un)nen une suite de nombre réels positifs. Pour
tout n > 0, on pose

— Un
Tl 4 un

Un

Prouver que (un)nen converge vers 0 si et seulement
si (Un)nen converge vers 0.

www.mathoman. com

Exercice 5.

On considere la suite (ur, )n>1 définie par
PSS T U By
TR\ TR

1. Montrer que la suite (un),>1 est monotone et qu’elle
est convergente.

2. Majorer uz, al’aide de uy.

3. Trouver la limite de (un)n>1.

Exercice 6.

Pour tout A C R non vide et tout « € R, on pose
d(:c,A):inf{ |z —a] | aGA}.
(expression qui se lit : « distance de x a A »)

1. Donner une interprétation géométrique de d(zx, A) sur
la droite réelle.

2. Examinerlescasou A =[0,1[etz =1,2,1/2 ou —3.

3. On revient au cas général. Justifier 'existence de
d(z, A).

4. La borne inférieure d(z, A) est-elle un plus petit élé-
ment ? [llustrer par divers exemples.

5. Caculer d(z,R \ Q) pour tout z € R. Méme question
avec d(z, Q).

6. Soit (z,y) € R?. Montrer que
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1. Solutions

» Une figure pour commencer.

6

Comme, |f’| semble majoré par un réel strictement infé-
rieur a 1 sur l'intervalle R, stable par f, on va essayer
d’appliquer I'TAF.

» Définition de la suite : le terme u; est défini si et seule-

ment si 1

ug = — 3
et dans ce cas u; > 0. Notons I = Ry et f 1’application de
I dans R définie par

T +— V44 3x.

1. D’apres la formule du bindme de Newton,
_ - n k n—k
w=3 (1)
k=0
ainsi un = an + bnv/2 avec
_ n k _1\n
=Y <2k>2( ",
0<2k<n

et

ba== ) (2/@1 1>2k(1)n'

0<2k+1<n

2. Toute suite stationnaire est banalement convergente.
Réciproquement,supposons qu'une suite (un)n>o d’entiers
relatifs converge vers ¢; soit alors ng € N tel que Vn > no,

un 0] <

PN

Pour tout n > ny,
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La suite est bien définie des que up > —% puisque 'on a
fI) cl.

» Convergence de la suite : un réel x est point fixe de f si
et seulement si

x>0 et m2:4+3x,

ie z = 4. La seule (et éventuelle!) limite de (un)n>0 est
donc 4. La fonction f est dérivable sur I et sur cet inter-
valle,

, 3 3
F@) = m 1

Appliquons l'inégalité des accroissements finis sur 1

vay €I, |f(z) ~ fw)] < Sl —yl.

Dong, pour tout n > 1, puisque unt1 = f(un) et f(4) =
4,

3
4
et par une récurrence immédiate,

3 n—1
|un — 4] < <Z> |ur — 4.

Ainsi, d’apres le théoréme d’encadrement,

s — 4] < 5 fun — 41,

lim wu, = 4.
n——+oo

Un+1 7un| < |un+1 7‘€| + |un 7€| g 1/2
et puisque un4+1 — un est un entier relatif,
Un+1 = Un.

La suite (un)n>0 est donc stationnaire.

3. Raisonnons par 'absurde en supposant l'existence de
p,q € Z tels que v2 = p/q. On a alors,¥n > 0,

qUn = qGn + pbn € Z
et cette expression tend vers zéro car
0<V2-1<1,

donc d’apres la question 2. , l'expression qu, est
constante a partir d’un certain rang ce qui absurde car

0<VvV2-1<1.

Le nombre réel v/2 est donc irrationnel.
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Solution 3.

Posons pour tout n € N, v, = u, — 2/3. Les hypotheses
portant sur (un)n>0 imposent alors que (vn)n>o est bor-
née en valeur absolue par M > 0 et que

lim v, =0.
n—-+oo

Soit alors € > 0. Il existe no € N tel que Vn > no,

1
Un + —V2n < &,
2
ainsi
1

|Un|7%|l)2n| < Un+§v2n <e,

et donc 1
|Un| <e+ §|U2n|~

Par une récurrence facile on prouve que Vp > 1,

Solution 4.

Si (un)nx0 converge vers 0, (vn)nx0 aussi d’apres les théo-
rémes sur les opérations et les suites.Réciproquement, si
(Un)nx0 converge vers 0, puisque Vn > 0,

Solution 5.

1. Pour 1 < k£ < n, nous avons
1/vVn+1<1/Vk.
En sommant membre & membre ces inégalités, on obtient
1/v/n+1 < un. L'inégalité précédente, et le fait que
1
(n+1)vn+1’

entrainent que un4+1 < un. D’autre part, la suite est mino-
rée par 0, donc convergente vers une limite £ > 0, puisque
décroissante.

Solution 6.

1. On a clairement dans le premier cas

Un+1 = Un +

n
n+1

d(1,A) =0,
dans le deuxieme
d(2,A) =1,
et dans le troisiéme
d(1/2,A) = 0.

2. L'ensemble
Q:{|x—a||a€A}
est une partie non vide (puisque A est non vide) de R, ©

est de plus minorée par 0, {2 admet donc une borne infé-
rieure.
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€ € |U2Pn|
|Un|<5+§+"'+ﬁ o
et ainsi, puisque Vp > 1,
< <29
e+ - +. +2p_1\ €,
Vp > 1,
M

|Un| < 2e + 2_p7
et par passage a la limite en p, Vn > no,
|vn| < 2e.

La suite (vn)n>0 converge vers 0 et ainsi

i 2
im u, = —.
n— 400 3

Un

Up =
1—o,’

(un)n>o0 aussi, d’apres les théoremes sur les opérations et
les suites.

2. Nous avons l'inégalité

un 1
2 2yn’

U2n g

3. La sous-suite de terme général uz, est aussi conver-
gente de méme limite; en passant a la limite, dans 'in-
égalité de la question 2, on obtient ¢ < ¢/2. On en déduit
que £ = 0.

3. La borne inférieure d(x, A) n’est pas nécessairement
un plus petit élément :

> si A =]0,1]]etxz = 0,ona =]0,1] etd(z,A) =0
et 0 ¢ A, la borne inférieure n’est donc pas un plus petit
élément.

> siA=1[0,1]etz=0,0onaQ =][0,1] etd(z,A) =0et
0 € A, laborne inférieure est donc un plus petit élément.
4. Soite > 0, puisque Q est dense dans R,
QNjz — e,z + e[# @,
ainsi 3r € Q tel que
e —r| <e

et donc d(z,

) < e. Par définition de la borne inférieure
de Q,d(z,Q) <e.

Puisque d(z,Q) > O et
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Ve >0, d(z,Q)<e

on peut conclure que d(z, Q) = 0. R \ Q étant dense dans
R, on adapte sans peine ce qui précede pour montrer que

VeeR , d(z,R\Q)=0.
5. Soit (z,9) € R% Va € R,
|z —a <z -yl + |y —al,

orVa € A,
d(z,A) < |z —aql,

ainsi Va € A

d(z, A) =z —y| < |y —al.
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Le nombre d(z, A) — |z — y| est donc un minorant de l’en-
semble

{|y—a|, aeA}7
d’oll
d(m7A) - |‘T - yl < d(y7A)
soit
d(va) - d(y7A) < |:E - y|7

et puisque x et y jouent des roles symétriques, on a aussi
d(y7 A) - d(x7 A) < |$ - y|7

ainsi
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