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Exercice 1.

The arithmetic (resp. harmonic resp. geometric) mean of
two positive real numbers z and y are defined by

T+ _ e 2
a(ey) = 5L k) =ae v =
x y
g(z,y) = xy.

1. Show that h(z,y) < g(z,y) < a(z,y).

2. Suppose that 0 < = < y. Let (un)n>0 and (vn)n>0 be
the sequences defined recursively by ug = x, vo = y and
Un+1 = h(Un,Vn), Unt1 = a(Un, Vn).

Show that lim u,, = lim v, = g(z,y).

Exercice 2.

Etudier la suite définie par

Up — 1

V’H,GN, Un+1 =4
Un

Exercice 3.

Si (un)n>1 est une suite réelle a termes positifs, on lui
associe la suite (v, )n>1 définie par

vn:\/ul+\/ug+---+\/ﬂ.

1. Montrer que la suite (v, )n>1 est croissante.

2. Prouver que si la suite (un)n>1 est constante, alors
(vn)n>1 est convergente.

3. Que peut-on dire de (vn)n>1 Si (Un)n>1 est majorée ?
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Exercice 4.

Soit (un)nen une suite réelle et soit a € R. Prouver les
énoncés suivants.

Théoreme de Césaro

n
- R 1
Si lim w, = a,alors lim — 5 U = a.
n—o0o n—oo 1
k=1

En autres termes : si une suite converge, alors la suite
de ses moyennes arithmétiques converge vers la méme
limite.

Corollaire 1 u

Silimp o0 (Unt1 — un) = a, alors lim — =a.
n—oo M

Corollaire 2 u

Si u, > 0 pour toutn € Netsi lim —=

n—oo Un
lim Yu, =a.
n—r oo

= a, alors

n— oo n—o0

Applications : Calculer lim ¥n! et lim § (i?)

Exercice 5.

Soit u = (un)nen une suite de réels. Les propriétés sui-
vantes sont elles vraies ou fausses ?

1. Si(|un|)n>0 converge alors u aussi.

2. Siun+1 — un tend vers 0, alors la suite u est station-
naire.

3. Siwu est croissante et vérifie
Yn >0, up, <n,
alors elle est convergente.

4. Siun’est pas majorée alors elle diverge vers +oo.
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1. Solutions

1. Forallz,y > 0,

g(z,y) < a(z,y)

[

and

h(z,y) < g(z,y)

dzy < (z +y)”
0< (z—y)® (true!)

[

2. Since up < vo and since the harmonic mean is smaller
than the arithmetic mean we have

Vn>0: u, <vn.

Moreover

Un + Un Un + Un

Vn>=0: vpe1 =

» La suite est homographique, mais nous ne nous prive-
rons pas pour autant d’une figure...

= Un,

34

» Point(s) fixe(s) de f : posons pour tout = # 0,

rz—1

flz)=14 .

T

Un réel  est point fixe de f si et seulement si

rz—1
=z

4

T
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which means the sequence (vn)n>0 is decreasing. On the
other hand for alln > 0,

Untl — Un = T — Un

Un Un

2unvn Un (Un + Un)
Un + Un Un + Un
Un (U — Un)

Un +vn

which means the sequence (un )n>0 is increasing ; moreo-
ver vg is an upper bound of (un)n>0, and therefore the
sequence is convergent to a real limit, say ¢.

On the other hand (vn)n>0 is decreasing and has uo as a
lower bound, therefore it converges to say ¢'. Taking the
limit in

Un £ Un

> :
Vn>=0 5

Un+1 =
yields £ = ¢'.
Since foralln > 0,

2UnVUn Un + Un

= UnpUn
Up + Un 2

Un4+1Un41 =

the number u,v,, is independent of n, and thus
Vn>0: upvp = uovo = 2y.

Taking the limit yields ¢> = =y, thus £ = £,/zy. Ob-
viously the sequences are positive, so £ = /zy.

iex =2.
» Siug = 2, la suite est constante.

» Conditions initiales interdites : si ug # 2, alors on sait
(par injectivité de f) que le terme u, ne prend jamais la
valeur 2. Tant que le terme u,, est défini, ’expression

1
Up — 2

Vp =

l'est également. De plus , si le terme u,, est défini, alors
Vk < n,

e — 1 1
k+1 k—4un_172 =2
Un
_un72_l
Qun —4 2

ainsi vy = % + wvo. Il existe k tel que uy, = 0 si et seulement
si il existe k tel que

1
Vg = 757
ie si et seulement si
2k
ug = —k n 1.

La suite est donc définie si et seulement si
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2k

» Convergence de la suite : pour up ¢ #,ona

Solution 3.

1. Nous avons

vV Un < Un + /Un+1-

En ajoutant u, 1 a chaque membre et en prenant la racine
carrée, on en déduit que

\/ Un—1 + vV Un < \/Un—l + \/ Un + /Un+1.

En procédant ainsi, on obtient v, < vny1;la suite (vn)n>1
est donc croissante.

2. Si a est la valeur de la suite constante (un)n>1, NO-
tons (an)n>1 sa suite associée, c’est-a-dire celle qui vérifie,

Solution 4.

Preuve du théoréme :
1
Posons U, = ="' | u et supposons lim u, =a,.On

n—ro00

chstmgue trois cas :

e a € RR. Soit € > 0 un (petit) réel donné. On sait
ANeENVn>N, |u, —a| <e.

Alors, avec ce N fixé,

IN " eN vVn >N,

N
1
= E lup —al < €.
n

k=1

Ainsi pour tous n > max(N, N’) ona

n

1
Un —al = |- (ux —a)
k=1
1 N n
SEPDISTEES DTS
k=1 k=N+1
n
1 - N
<e+ — Z e:e+n € < 2¢.
nk:N+1

Cela prouve que la suite (Uy )nen converge vers a.
e a = +o00.Soit R > 0 un (grand) réel donné. On sait

INeNVn>N, u, >3R.

Alors, avec ce N fixé,

IN €N Vn> N',

N
1
k=1

En plus, comme lim = =1, on sait que
n— oo n

IN"eN >N, =N 2

n 3
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1
3 +vo

Yn >0, up =2+ )
ainsi

lim u, = 2.
n+oo

pour tout n € N*, any1 = v/a + an. Montrons par récur-
rence sur n, que si £ = va + ¢, alors il majore (an)n>1.
Nous avons a1 = /a < [; supposons que a, < £; en
ajoutant a a chaque membre et en prenant la racine, on
obtient

An+1 = Va+an < Va+Ll =2~

La suite (an)n>1 est majorée et croissante, donc conver-
gente.

3. Si a est un majorant de la suite (un)n>1, NOus avons,
pour tout n € N*, v, < an; comme (an)n>1 est majorée,
(vn)n>1 est donc convergente, car croissante et majorée.

Ainsi pour tous n > max(N, N', N”) ona

—Zuk+— Z Uk

k=N+1

1
~R+ - Z 3R

kE=N+1

Un

Vv

7R+%3R>7R+§3R:R.

Cela prouve que la suite (U, )nen converge vers +oo.
e a = —oo. Méme raisonnement.

Preuwve du corollaire 1 :
On suppose limy— o0 (Unt1 — Un) = a. Pour tout n > 1

posons v, = up — Un—1.Alors lim v, =a et
n— oo

n
uo 1
n=—+= E U .
n on
k=1
Comme limy 0 %2 = 0 on concliit grace au théoréme.

Preuve du corollaire 2 :

On comprend bien que ce corollaire est une version “mul-

tiplicative” du précédent corollaire “additif”. C’est pour-

quoi nous allons utiliser les isomorphismes ¢n et exp

comme “traducteurs”.

On suppose donc que u, > 0 pour tout n € N et que
lim wni1/un = a € RT U {+o0}. Posons w, = fn u, .
n—oo

. . Un+1
lim (wn41 — wy) = lim n 1 =/na,

n—oo n—oo Un
otl, pour traiter également les ces a = 0 ou a = 400, nous
utilisons les conventions /n0 = —oco et /n(4o00) = +oc.
Grace au corrollaire 1 on obtient limy oo wn/n = fna.
Ainsi
lim Yu, = lim exp(wn/n) =exp(fna) =a,
n— oo

n—o0
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avec les conventions exp(—o0) = 0 et exp(+00) = +o0.

Applications du corollaire 2 :

Solution 5.

1. C’est FAUX ! La suite ((—1)""!),>0 est un contre-
exemple élémentaire.

2. C’est FAUX ! Par exemple la suite de terme général
1/n vérifie I'hypotheése mais n’est pas stationnaire !
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|
lim Vn!= lim (n+ 1! = lim (n+1) = +o0.
n—o0o n—o0 TL' n— oo
(2(n + 1))
n+1 (2n +2)! n!?

|
g
|
=
|

. n <2n>
lim =
n— oo n

T (n+1)2(2n)!

m 2n+2)(2n+1)

—_
=

=4.

3. C’est FAUX ! La suite n’est pas nécessairement majo-
rée : par exemple (n), >0 diverge vers +oo tout en véri-
fiant la condition de 1" énoncé.

4. C’est FAUX ! Contre-exemple: ((—1)"n)n>o0.
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