
Mathématiques
 - 

Colle no  — Coniques
Lycée Fénelon Ste Marie

MPSI

Exercice .

Soit
E : 5x2 + 8xy + 5y2 +

√
2(y − x) = 8.

. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques
de l’ellipse E .

. Tracer E avec soin.

. Déterminer l’équation de la tangente à E au point
M0(2/3, 2/3)R.

. Quelle est l’aire du disque elliptique de frontière E ?

Exercice .

Soit H la courbe d’équation

x2 − 4xy + y2 + x+ y + 1 = 0

dans un repère orthonormé direct R.

. Déterminer la nature et les caractérisitiques de H .

. Tracer H avec soin.

. Déterminer les tangente à H aux points d’intersec-
tion de H avec la première bissectrice de R.

Exercice .

Soit P un polynôme réel de degré trois. Déterminer la
nature de l’ensemble Γ d’équation cartésienne

P (x) = P (y).

Exercice .

On considère un plan Pθ incliné de θ ∈ [0, π/2[ par rap-
port à plan P . Déterminer la nature de la projection or-
thogonale d’un cercle C de rayon R > 0 du plan Pθ sur
le plan P .

Exercice .

Déterminer la nature, en discutant sur le paramètre m ∈
R, de la courbe représentée dans un repère orthonormé
par l’équation

mx2 − 4mx− (m− 1)y2 + 2 = 0.

Exercice .

Déterminer l’ensemble des points M du plan d’affixe z
tels que les points d’affixes respectives z, z2, z5 soient
alignés.

Exercice .

Le plan P est muni d’un repère orthonormé que l’on
note R = (O, #–u , #–v ). Soit H l’hyperbole équilatère
d’équation xy = 1. Prouver que si H contient trois
points A,B et C, elle contient aussi l’orthocentre du tri-
angle ABC. (Le fait que les trois hauteurs ont un point
d’intersection commun, l’orthocentre, est admis).

H

A

B
CH

Exercice .

Soit E , une ellipse de grand axe (AA′), de petit axe
(BB′) et de centre O. Démontrer que la somme des car-
rés des aires des triangles OMA et OMB est constante
lorsque M parcourt E .
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. Solutions

Solution .

. Le discrimant associé à l’équation de E vaut

δ = 52 − 42 = 9 > 0,

donc E est une conique du type ellipse : il s’agit donc
d’une ellipse, d’un cercle, d’un point ou de l’ensemble
vide. Effectuons un changement de repère orthonormé en
posant : c = cos(θ) et s = sin(θ) avec θ ∈ R et

x = cx′ − sy′ , y = sx′ + cy′.

On trouve que l’équation de E dans le nouveau repère R
′

est :

(5c2 + 5s2 + 8cs)x′2 + (5c2 + 5s2 − 8cs)y′2

+8(c2 − s2)x′y′ +
√
2(s− c)x′ +

√
2(c+ s)y′ = 8

En choisissant θ = π
4

, on a c = s = 1√
2

et donc :

E : 9x′2 + y′2 + 2y′ = 8,

c’est-à-dire :

E : 9x′2 + (y′ + 1)2 = 9,

En notant Ω(0,−1)R′ et R
′′ le repère obtenu en transla-

tant R
′ en Ω, on obtient l’équation :

E : x′′2 +
y′′2

32
= 1.

On reconnaît l’ellipse de centre Ω, d’axe focal (Ωy′′), de
demi grand-axe a = 3 et de demi petit-axe b = 1.

. Voici :

. En appliquant la règle du dédoublement des termes,
on trouve que la tangente à E en M0 est la droite d’équa-
tion : �

6−
√
2

2

�
x+

�
6 +

√
2

2

�
y = 8.

dans R.

. On a A = π × 3× 1 = 3π unités d’aire.

Solution .

. Le discriminant de P valant −3, H est du type hyper-
bole. Effectuons un changement de repère orthonormé en
posant : c = cos(θ) et s = sin(θ) avec θ ∈ R et

x = cx′ − sy′ , y = sx′ + cy′.

On trouve que l’équation de E dans le nouveau repère R
′

est :

(c2 + s2 − 4cs)x′2 + (c2 + s2 + 4cs)y′2

−4(c2 − s2)x′y′ + (c+ s)x′ + (c− s)y′ + 1 = 0

En choisissant θ = π
4

, on a c = s = 1√
2

et donc :

E : −x′2 + 3y′2 +
√
2x′ + 1 = 0,

c’est-à-dire :

E :
(x′ − 1/

√
2)2

(
p

3/2)2
− y′2

(1/
√
2)2

= 1,

En notant Ω(1/
√
2, 0)R′ et R

′′ le repère obtenu en trans-
latant R

′ en Ω, on obtient l’équation :

E :
x′′2

(
p

3/2)2
− y′′2

(1/
√
2)2

= 1.

On reconnaît l’hyperbolee de centre Ω, d’axe focal (Ωx′′),
avec a =

p
3/2 et b = 1/

√
2.

. Voici :
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. On trouve sans peine qu’un point M(x, y)R appar-
tient à la première bissectrice de R et à H si et seulement

si

y = x et x2 − x− 1

2
= 0.

On trouve donc deux points d’intersection :

M1(α,α)R et M2(β, β)R

où

α =
1−

√
3

2
, β =

1 +
√
3

2
.

On trouve alors sans peine l’équation des tangentes T1 et
T2 à H en M1 et M2 :

T1 : x+ y = 1−
√
3, T2 : x+ y = 1 +

√
3.

Solution .

Quitte à diviser par le coefficient dominant de P , on peut
supposer P unitaire, i.e. de la forme

P (x) = x3 + ax2 + bx+ c, avec a et b réels.

Un point M(x, y)R appartient à Γ si et seulement si P (x) =
P (y), soit encore :

x3 + ax2 + bx = y3 + ay2 + by,

i.e.

(x− y)(x2 + xy + y2 + a(x+ y) + b) = 0

c’est-à-dire

x = y ou x2 + xy + y2 + a(x+ y) + b = 0.

◮ La solution x = y correspond géométriquement à la
première bissectrice ∆ du repère R.

◮ Etudions la courbe d’équation

E : x2 + xy + y2 + a(x+ y) + b = 0.

Effectuons un changement de repère orthonormé en po-
sant : c = cos(θ) et s = sin(θ) avec θ ∈ R et

x = cx′ − sy′ , y = sx′ + cy′.

On trouve que l’équation de E dans le nouveau repère R
′

est :

(c2 + s2 + cs)x′2 + (c2 + s2 − cs)y′2 + (c2 − s2)x′y′

+a(c+ s)x′ + a(c− s)y′ + b = 0

En choisissant θ = π
4

, on a c = s = 1√
2

et donc :

E :
3

2
x′2 +

1

2
y′2 + a

√
2x′ + b = 0.

En notant Ω(−α
√
2/3, 0)R′ et R

′′ le repère obtenu en
translatant R

′ en Ω, on obtient l’équation :

3

2
x′′2 +

1

2
y′′2 =

a2 − 3b

3
.

◮ Conclusion :

❧ Si a2 < 3b, E = ∅ et Γ = ∆.

❧ Si a2 = 3b, E = {Ω} et Γ = ∆ ∪ {Ω}.

❧ Si a2 > 3b, E est une ellipse et Γ = ∆ ∪ E .

Solution .

Soit Rθ = (O, #–u , #–v ) un repère orthnormé de Pθ d’ori-
gine le centre O du cercle C dont l’axe des abscisses est
parallèle à la droite P ∩ Pθ. On note O′ la projection or-
thogonale de O sur P . On considère R

′
θ un repère ortho-

normé de P d’origine O′ et dont l’axe des abscisses est
parallèle à celui de Rθ. On note M ′ le projeté orthogonal
de M ∈ Pθ sur P . Si M(x, y)Rθ , on a M ′(x′, y′)R′

θ
avec :

x′ = ±x et y′ = ± cos(θ)y.

On a donc M ∈ C si et seulement si

x2 + y2 = R2,

i.e.
x′2

R2
+

y′2

R2 cos2(θ)
= 1.

La projection orthogonale de C sur Pθ est donc l’ellipse
de centre O′, de demi grand-axe a = R, de demi petit-axe
b = R cos(θ) et d’axe focal l’axe des abscisses de R

′
θ.

Solution .

◮ Pour m = 0, c’est l’ensemble vide.

◮ Pour m > 0, il existe α > 0 tel que m = 1/α2 et l’équa-
tion devient

(x− 2)2

α2
+

α2 − 1

α2
y2 =

4− 2α2

α2
.

◮ Pour m = 1/2, la courbe est réduite au point de coor-
données (2, 0).

◮ Pour m < 1/2, c’est encore l’ensemble vide.
Pour 1/2 < m < 1, c’est une ellipse.

◮ Pour m = 1, c’est la réunion des droites verticales
x = 2±

√
2.

◮ Pour m > 1, c’est une hyperbole.

◮ Pour m < 0, il existe α > 0 tel que m = −1/α2 et
l’équation devient

(x− 2)2

α2
− 1 + α2

α2
y2 =

4 + 2α2

α2
.

C’est une hyperbole d’axe (Ox), quel que soit m < 0.
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Solution .

Nous remarquons d’abord que z ∈ R est une solution évi-
dente. Désormais nous supposons donc z ∈ C\R.
Notons A(z), B(z2) et C(z5). Les points A,B et C sont ali-
gnés si et seulement si il existe un réel λ tel que λ(z2 − z) =
z5 − z. Cela équivaut à dire que le nombre

z5 − z

z2 − z
=

z4 − 1

z − 1
= z3 + z2 + z + 1

est réel, ce qui se traduit encore par la condition

z3 + z2 + z = z3 + z2 + z .

Cette égalité équivaut à

(z − z)(z2 + zz + z2 + z + z + 1) = 0 .

c’est-à-dire (sachant que z 6∈ R)

z2 + zz + z2 + z + z + 1 = 0 .

En posant z = x+ iy avec x et y réels on obtient

3x2 − y2 + 2x+ 1 = 0.

Il s’agit d’une hyperbole H dont l’équation réduite est

y′2

2/3
− x′2

2/9
= 1

dans le repère R
′ translaté de R au point Ω(−1/3, 0)R.

L’ensemble recherché est donc la réunion de l’axe réel et
de l’hyperbole H .

Solution .

Soient A,B et C trois points deux à deux distincts appar-
tenant à H , d’abscisses respectives a, b et c. Soit H l’or-
thocentre de ABC.

H

A

B
CH

Les coordonnées du vecteur
#    –

BC sont�
c− b,

1

c
− 1

b

�
=

c− b

bc
(bc,−1) .

La droite (AH) étant orthogonale à ce vecteur, on en dé-
duit (via le produit scalaire) une équation de (AH) :

(AH) : bc(x− a)− y +
1

a
= 0.

En permutant circulairement a, b et c, on obtient :

(BH) : ac(x− b)− y +
1

b
= 0.

Un calcul sans difficulté aboutit aux coordonnées du point
d’intersection H entre (AH) et (BH) :�

− 1

abc
,−abc

�
.

Ces coordonnées vérifient l’équation xy = 1, donc H ∈
H car.
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Solution .

Soit R un repère de centre O du plan dans lequel R admet
une équation de la forme

x2

a2
+

y2

b2
= 1, avec 0 < b < a.

On a A(a, 0)R et B(0, b)R. Soit M(x, y)R un point de
E . Les aires A1 et A2, respectivement de OMA et OMB,
valent clairement

a|y|
2

et
b|x|
2

,

ainsi, la somme

A
2

1 + A
2

2 =
a2y2 + b2yx2

4
=

a2b2

4

est bien indépendante du point M .
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