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Exercice 1.

Why are the three perpendicular bisectors of a triangle
concurrent? Deduce from this fact that the three alti-
tudes are also concurrent (their intersection point is cal-
led the orthocenter).

Exercice 2.

Soient A, B, C trois points deux a deux distincts d’affixes
a,b,c.

1. Prouver que ABC est un triangle équilatéral direct si
et seulement si
a+jb+j’c=0,

et équilatéral indirect si et seulement si
a+je+j°b=0.

2. Prouver que ABC' est un triangle équilatéral si et
seulement si

a? +b%+ % =ab+ ac+ be.

Exercice 3.

Dans le plan P muni d’un repeére orthonormé direct
Z, on considere les trois points A(1,2)z, B(2,3)% et
C(4,0) . Calculer 'aire du triangle ABC.

Exercice 4.

L'espace & est muni d’un repére orthonormé di-
T=2z+1

rect. Montrer que les deux droites & { y= 21 et

= 2 . N
174 {z B SZzt 3 appartiennent a un méme plan &,
dont on donnera une équation cartésienne.
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Exercice 5.

L’espace & est muni d'un repére orthonormé direct #

. r=z—-1 oy =
Sment@{yZQerl et 9 {z:

existe un unique couple de plans (£, 27') tel que :

136 . Montrer qu'il

P2CP, 9 cP P)P

Donner des équations cartésiennes de & et &'

Exercice 6.

Soient @, b deux vecteurs de I'espace. On cherche a ré-
soudre dans E' I'équation vectorielle

TAT=0.
1. Examinerlescasoit b = Ooud@ = 0.
2. On suppose @ et b
I'équation.

non orthogonaux. Résoudre

3. Onsuppose @ et b orthogonaux et non nuls. En uti-
lisant 'identité de Lagrange (sans oublier de dessiner !),
trouver une solution particuliere zg de 1'équation.

4. Résoudre alors le probleme de la division vectorielle.

Exercice 7.
Soient # = (W, v, w) une base de E et @', v’ les vec-
teurs de E définis par,

—/ —/

u =u-+3w et v =37 —W.

Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que
le vecteur @’ de coordonnées (z, vy, 2)  appartienne au

plan vectoriel vect (%', T').
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1. Solutions

Let ABC be three non-collinear points. There exists a
unique circle through A, B and C. Clearly the perpendi-
cular line from the circle’s center to any side of the triangle
ABC intersects it in its midpoint. Therefore these lines are
exactly the perpendicular bisectors of the triangle.

9

A\\/ B
Now draw the three altitudes of the triangle ABC'

C

1. Le triangle ABC est équilatéral direct si et seulement
si AB = AC et

(AB,AC) = g,
'est-a-dire £=2 = ¢"® = — 52, d’ot, puisque 1+ + 5% =

0, ABC est équilatéral direct si et seulement si ja+j°b+c =
0 et en multipliant par 52, a + jb + j%c = 0.

REMARQUE — Voici une bien meilleure preuve, faisant appel
aux transformations complexes affines. Un triangle est équila-
téral direct si et seulement si s'il se rameéne par une similitude
directe ou une translation au triangle équilatéral direct d’affixes
1,4, 3% Or pour ce dernier I'équation a+bj+cj* = 0 est vraie
car 1+ 37 x j+ 52 x 2 = 0. Pour concliire il suffit alors de re-
marquer que I'équation a+bj+cj* = 0 est invariante sous les
tranformations de la forme (a, b, c) — (0a+ B, ab+p, ac+B)
oit a # 0.
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In order to prove that the altitudes are concurrent we will
construe them as perpendicular bisectors of another tri-
angle. In fact, we construct a new triangle A’B’C" as fol-
lows : each side of the new triangle passes through a ver-
tice of the old triangle and is parallel to opposite side.

By construction ABC'B' is a parallelogram, hence AB =
B'C; similarly AB = CA’. Tt follows that C' is the mid-
point of the side [A’B’]. Making the same reasoning for
the other sides, we deduce that the altitudes of the tri-
angle ABC are nothing else than the perpendicular bisec-
tors of the triangle A’B'C".

Pour les configurations indirectes, on peut faire les mémes
calucls ou bien on remarque que changer 1’orientation
d’un triangle revient & permuter j et 5% dans la relation
précédente.

2. D’apres ce qui précede, ABC est équilatéral si ef seule-
ment sip = (a+ j°b+ jc)(a + jb+ j%c) = 0. Or
p=a®+ jab+ j%ac+ j2ab + b?
+ jbe +jac+ijc+ &
a?+ 0>+ + (j+j%)ab
+ (5 +5%)ac+ (5 +5%)be

=a?+b%>+c? —ab— ac— be.

REMARQUE — L'utilisation de la relation bien connue 1+ j+
32 = 0 permet d’alléger sensiblement les calculs.
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Solution 3.

L'aire du triangle ABC est égale a % |Det(/TB, A—'C)| =c. ‘

N | Ut

Solution 4.

On trouve 2 N 2’ = A de coordonnées (3,0,1). Z =
A + vect(u) avec ¥ = (2,1,1) et 2’ = A + vect(u’

Solution 5.

= A + vect(u) avec A(—1,1,0)%, u (1,2,1)% et
"= A’ + vect(u’) avec A’ (0,0,1) 2, v’ (1,3,0) 5. & et

9
9

Solution 6.

1. Examinons plusieurs cas de figure ...

> Si et b sont nuls, I’ensemble des solutions est bana-
lement égal a E.

» Siad # 0 et b = 0, 'ensemble des solutions est clai-
rement égal a la droite vectorielle vect ().

> Sig=0eth #* 6, I’ensemble des solutions est &.

2. PuisqueVZ € E,ona a A ZL14q,'orthogonalité des
vecteurs @ et b est une condition nécessaire a I'existence
d’une solution a I’équation. Dans le cas oi1 @ et b ne sont
pas orthogonaux, I’ensemble des solutions est donc @.

3. Recherchons une solution particuliére sous la forme
Zo = Ma A b)avech € R. Appliquons la formule de
Lagrange,

Solution 7.

Puisque les vecteurs @’ et T’ ne sont pas colinéaires,
W € vect(d’', T') si et seulement si

Det(3@’, 7, @') = 0

c’est-a-dire
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avec @’ = (1,3,1). Puisque @ A @' = (—2,—1,5), une
équation cartésienne de & est -2 —y + 52+ 1 =0.

2’ ont le méme vecteur normal 7 = 4@ A @’ (—3,1,1) .
Z passe par A et 2’ par A’, leurs équations cartésiennes
respectives sont donc 3z —y—2+4 = 0et3z—y—2+1 = 0.

TANGAD)=(T-b)T—(T-a)b =—||a|°b.
11 suffit donc de poser A = — HT;Ilz : le vecteur
~ anb
0= —7=
e

est une solution particuliére de 1’équation.

4. 1l reste a étudier le cas ot @ et b sont orthogonaux
non nuls. Notons Z la solution particuliére trouvée a la
question précédente. Un vecteur  de E est solution si et
seulement si

AGNANT = b sietseulementsi ¢ NTZ =d AZo

0) = 0. L’ensemble des solutions est donc

8}

ie @ AT —

To + vect(a).

w o —
w o

IS NSRS
I
o

ie—9x+y+32=0.


www.mathoman.com

	Solutions

