Mathématiques Colle n° 3 — Equations différentielles linéaires ERlta DN S b e
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Exercice 1. Exercice 4.

Résoudre sur R I'équation Résoudre les équations suivantes
/ S
y' + th(t)y = sinh(t). 1.y +y=z; 5 U +y=e;
2.y +y=e%; 6. y ty=e*+e*;
Exercice 2. 3. y+y=ze; 7.y +y=sin(z);
4.y +y=12%""; 8. ¥y +y = cos(z)e”.

Résoudre I'équation différentielle :

A+t —z=1

Exercice 5.
Résoudre sur R I'équation
Exercice 3.

y" + 4y + 5y = e ** sin(x).
On considere 1'équation différentielle suivante :
(x4 1)y +azy=a>—z+1.

1. Trouver une solution polynomiale. Exercice 6.

2. En déduire I'ensemble des solutions sur R. Soit w € R. Résoudre successivement les équations :

3. Déterminer la solution vérifiant la condition initiale
y(1) = 1. 1. ¥y’ +y = sin(wr) 2.y’ +y =sin®(z).
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1. Solutions

Puisque

/th(t) dt = ¢n(cosh(t)) = A(t),

la fonction

A(b) 1

it B = ——
yortim e cosh(t)

est une solution non nulle de I'équation homogeéne. Ap-
pliquons la méthode de la variation de la constante :les
solutions sont de la forme A yo avec A : R — R déri-
vable telle que

Résolvons d’abord 1’équation homogeéne associée :

1
(1+t2)$/—$20 p== w/—m.’ﬁ:o
Une primitive de ¢ — # est t — arctant. Les so-

lutions de 1’équation homogene sont donc les fonctions

Solution 3.

1. y =z — 2 est solution.

2. Posons I} =| — oo, —1[ et Iz] — 1, 4o0[. Sur I; et I,
x — x + 1 ne s'annule pas, et une primitive de z

mil :17:n+1 estx — x — {n |z + 1. Sur I la solu-

Solution 4.

La solution générale de (H) (qui est la méme équation
pour tous les numéros de cet exercice) est

z— A ", AeER.

1. Le second membre est du type polynome-
exponentielle, on recherche une solution particuliere de
la forme

T +— ar +b.

Onaboutitaa =1,a+b=0,etainsia =1etb = —1.Les
solutions de (E) sont les fonctions de la forme

z—x—1+A ", AeER.

2. Le second membre est du type polynome-
exponentielle, on recherche une solution particuliere de
la forme

T — are .

On aboutit a a = 1. Les solutions de (E) sont les fonctions
de la forme

z——xe TH+Ae ", ANER.

3. Le second membre est du type polynéme-
exponentielle, on recherche une solution particuliére de
la forme
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ie
. 1 . 1
At) = /cosh(t) sinh(t) dt = / 3 sinh(2¢t) dt = 1 cosh(2t)+k

ot k € RR.les solutions de I'équation sont donc les fonc-
tions de la forme

cosh(2t) n k
4cosh(t)  cosh(t)

aveck € R.

t — Ce™™™ ! ott C € R. Ici, pas besoin de la méthode
de la variation de la constante, on voit tout de suite que
la fonction constante égale a —1 est une solution particu-
liere. Les solutions de 1’équation différentielle sont donc
les fonctions ¢ — —1 4 Ce****** avec C € R.

tion générale est yr, = — 2 + Ag|z + 1]e””.

On peut recoller les solutions sur R si et seulement si
A1 = —A2. L'ensemble des solutions sur R est donc S =
{x -2+ ANz +1)e™", A€ R}.

3. Avec la condition y(1) = 1, on obtient A = e.

z — (az® + bz)e ”.
On aboutita a = 1/2 et b = 0. Les solutions de (E) sont
les fonctions de la forme

22
T — Ee_x +Xe % AeER.

4. Le second membre est du type polyndme-
exponentielle, on recherche une solution particuliere de
la forme
z— (az® + bz® + cx)e ™.
On aboutit a a = 1/3 et b = ¢ = 0. Les solutions de (E)
sont les fonctions de la forme
x> _ _
T e “+ X", NER.

5. Le second membre est du type polynéme-
exponentielle, on recherche une solution particuliére de
la forme

€T

2
T ae .

On aboutit 4 a = 1/3. Les solutions de (E) sont les fonc-
tions de la forme

T — %e% +Ae ?, ANER.


www.mathoman.com

Colle n° 3 — Equations différentielles linéaires

6. D’apres le principe de superposition et les calculs me-
nées en 2. et 5., la fonction suivante est une solution par-
ticuliere de (E)

x

1 _
T — ge% +xe .
Les solutions de (E) sont les fonctions de la forme
1 2z —x —x
xn—>§e +ze T+ A", ANER.

7. Le second membre est du type polyndme-sinus, on
passe sur C et recherche une solution particuliéere de
I'équation

y/ + y= eix
de la forme

z — ae'™.
On aboutit a ¢ = (1 — 4)/2. Puisque la partie imaginaire
de

L
2

est solution de (E) et vaut

1 1
5 sin(zx) — 5 cos(z),

Solution 5.

Passons sur C et recherchons une solution particuliere de
l'équation y” + 4y’ + 5y = ¢(~2T9%_ Puisque les solutions
de l’équation caratéristique sont —2 + 4, il existe une solu-
tion particuliére de la forme

£z azel 72T,
On a, pour tout nombre réel z,
f'(@) = (=2 + i)z + a)el >0
= ((—2+1i)%az + 2(—2 + i)a)e 2"

et f(z) +4f'(z) +5f(z) = 2iae~2+9* La fonction f est
donc solution si et seulement si a = 1/2i = —i/2. La partie
imaginaire de cette solution particuliére est une solution
de I'équation initiale et vaut

Solution 6.

» L'équation homogene admet pour solutions les fonc-
tions de la forme

x — Acos(z) + psin(z), A\, p € R.
» PREMIER CAS W = *1
Passons sur C et résolvons les équations
Y +y=€", e ==+l

puisque iw est solution simple de I'équation caractéris-
tique, (E) admet une solution particuliére de la forme

x — axes ™.
On obtient ¢ = —¢%/2. Puisque la partie imaginaire de
cette fonction est solution de 1’équation (E) et vaut
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les solutions de (E) sont les fonctions de la forme
1. 1 .
T3 sin(zx) — 5 cos(z) +Ae””, A €ER.

8. Le second membre est du type polyndme-cosinus, on
passe sur C et recherche une solution particuliere de
I’équation

de la forme

2 — qe(1TT,

On aboutit a a = (2 — ¢)/5. Puisque la partie réelle de

2—0 (1t
5 €

est solution de (E) et vaut
2 1
5 cos(z) + R sin(z),

les solutions de (E) sont les fonctions de la forme

2
T = cos(z) + % sin(z) +Ae” ", A€ R.

fo T = =
La solution générale de (Eg) s’écrivant
x = [7\ cos(z) + usin(m)]e_% , MUER,

Les solutions de (E) sur R sont donc les fonctions de la
forme

+ P\ cos(z) + U sin(m)] e >

avec A, 1 € R.

x cos(x)
T— —e————2~,
2
les solutions de (E) sont les fonctions de la forme
x cos(x)
2
» SECOND CAS W # £1

T — —€ + Acos(z) + psin(z) , A, M.

Passons sur C et résolvons I’équation

y// + y = eimz.
puisque iw est solution simple de I’équation caractéris-
tique, cette équation admet une solution particuliere de
la forme ,

x — ae'™.

On obtient a = 1/(1 — w?). Puisque la partie imaginaire
de cette fonction est solution de 1’équation (E) et vaut
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sin(waz)
1—w?’

les solutions de (E) sont les fonctions de la forme

sin(x)
1—w?
» CONCLUSION

T —

+ Acos(z) + psin(z), ouA,u € R.

Puisque Vz € R,
_ 3sin(x) — sin(3x)

sin® (@) = 2RSS,
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d’apres les calculs précédents et le principe de superposi-
tion, la fonction fo suivante est une soluition particuliere

de (E),

3z cos(z)  sin(3z) .

fo:rxr— — 3 3

Les solutions de (E) sont donc les fonctions de la forme

x +— fo(z) + Acos(x) + psin(z), ou A, p € R.
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