
Mathématiques
 - 

Colle no  — Equations différentielles linéaires
Lycée Fénelon Ste Marie

MPSI

Exercice .

Résoudre sur R l’équation

y′ + th(t)y = sinh(t).

Exercice .

Résoudre l’équation différentielle :

(1 + t2)x′ − x = 1

Exercice .

On considère l’équation différentielle suivante :
(x+ 1)y′ + xy = x2 − x+ 1.

. Trouver une solution polynomiale.

. En déduire l’ensemble des solutions sur R.

. Déterminer la solution vérifiant la condition initiale
y(1) = 1.

Exercice .

Résoudre les équations suivantes

. y′ + y = x ;

. y′ + y = e−x ;

. y′ + y = xe−x ;

. y′ + y = x2e−x ;

. y′ + y = e2x ;

. y′ + y = e−x + e2x ;

. y′ + y = sin(x) ;

. y′ + y = cos(x)ex.

Exercice .

Résoudre sur R l’équation

y′′ + 4y′ + 5y = e−2x sin(x).

Exercice .

Soit ω ∈ R. Résoudre successivement les équations :

. y′′ + y = sin(ωx) . y′′ + y = sin3(x).
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. Solutions

Solution .

Puisque Z
th(t) dt = ℓn( cosh(t) ) = A(t),

la fonction

y0 : t 7−→ e−A(t) =
1

cosh(t)

est une solution non nulle de l’équation homogène. Ap-
pliquons la méthode de la variation de la constante : les
solutions sont de la forme λ y0 avec λ : R −→ R déri-
vable telle que

∀ t ∈ R ,
λ′(t)

cosh(t)
= sinh(t),

ie

λ(t) =
Z

cosh(t) sinh(t) dt =

Z
1

2
sinh(2t) dt =

1

4
cosh(2t)+k

où k ∈ R. les solutions de l’équation sont donc les fonc-
tions de la forme

t 7−→
cosh(2t)

4 cosh(t)
+

k

cosh(t)

avec k ∈ R.

Solution .

Résolvons d’abord l’équation homogène associée :

(1 + t2)x′ − x = 0 ⇔ x′ −
1

1 + t2
x = 0

Une primitive de t 7→ 1
1+t2

est t 7→ arctan t. Les so-
lutions de l’équation homogène sont donc les fonctions

t 7→ Cearctan t où C ∈ R. Ici, pas besoin de la méthode
de la variation de la constante, on voit tout de suite que
la fonction constante égale à −1 est une solution particu-
lière. Les solutions de l’équation différentielle sont donc
les fonctions t 7→ −1 + Cearctan t avec C ∈ R.

Solution .

. y = x− 2 est solution.

. Posons I1 =] − ∞,−1[ et I2] − 1,+∞[. Sur I1 et I2,
x 7→ x + 1 ne s’annule pas, et une primitive de x 7→

x

x+ 1
= 1−

1

x+ 1
est x 7→ x − ℓn |x+ 1|. Sur Ik la solu-

tion générale est yk = x− 2 + λk|x+ 1|e−x.
On peut recoller les solutions sur R si et seulement si
λ1 = −λ2. L’ensemble des solutions sur R est donc S =�
x− 2 + λ(x+ 1)e−x, λ ∈ R

	
.

. Avec la condition y(1) = 1, on obtient λ = e.

Solution .

La solution générale de (H) (qui est la même équation
pour tous les numéros de cet exercice) est

x 7−→ λe−x, λ ∈ R.

. Le second membre est du type polynôme-
exponentielle, on recherche une solution particulière de
la forme

x 7−→ ax+ b.

On aboutit à a = 1,a+ b = 0, et ainsi a = 1 et b = −1. Les
solutions de (E) sont les fonctions de la forme

x 7−→ x− 1 + λe−x, λ ∈ R.

. Le second membre est du type polynôme-
exponentielle, on recherche une solution particulière de
la forme

x 7−→ axe−x.

On aboutit à a = 1. Les solutions de (E) sont les fonctions
de la forme

x 7−→ xe−x + λe−x, λ ∈ R.

. Le second membre est du type polynôme-
exponentielle, on recherche une solution particulière de
la forme

x 7−→ (ax2 + bx)e−x.

On aboutit à a = 1/2 et b = 0. Les solutions de (E) sont
les fonctions de la forme

x 7−→
x2

2
e−x + λe−x, λ ∈ R.

. Le second membre est du type polynôme-
exponentielle, on recherche une solution particulière de
la forme

x 7−→ (ax3 + bx2 + cx)e−x.

On aboutit à a = 1/3 et b = c = 0. Les solutions de (E)
sont les fonctions de la forme

x 7−→
x3

3
e−x + λe−x, λ ∈ R.

. Le second membre est du type polynôme-
exponentielle, on recherche une solution particulière de
la forme

x 7−→ ae2x.

On aboutit à a = 1/3. Les solutions de (E) sont les fonc-
tions de la forme

x 7−→
1

3
e2x + λe−x, λ ∈ R.
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. D’après le principe de superposition et les calculs me-
nées en 2. et 5., la fonction suivante est une solution par-
ticulière de (E)

x 7−→
1

3
e2x + xe−x.

Les solutions de (E) sont les fonctions de la forme

x 7−→
1

3
e2x + xe−x + λe−x, λ ∈ R.

. Le second membre est du type polynôme-sinus, on
passe sur C et recherche une solution particulière de
l’équation

y′ + y = eix

de la forme
x 7−→ aeix.

On aboutit à a = (1 − i)/2. Puisque la partie imaginaire
de

1− i

2
eix

est solution de (E) et vaut

1

2
sin(x)−

1

2
cos(x),

les solutions de (E) sont les fonctions de la forme

x 7−→
1

2
sin(x)−

1

2
cos(x) + λe−x, λ ∈ R.

. Le second membre est du type polynôme-cosinus, on
passe sur C et recherche une solution particulière de
l’équation

y′ + y = e(i+1)x

de la forme

x 7−→ ae(1+i)x.

On aboutit à a = (2− i)/5. Puisque la partie réelle de

2− i

5
e(1+i)x

est solution de (E) et vaut

2

5
cos(x) +

1

5
sin(x),

les solutions de (E) sont les fonctions de la forme

x 7−→
2

5
cos(x) +

1

5
sin(x) + λe−x, λ ∈ R.

Solution .

Passons sur C et recherchons une solution particulière de
l’équation y′′ +4y′ +5y = e(−2+i)x. Puisque les solutions
de l’équation caratéristique sont −2± i, il existe une solu-
tion particulière de la forme

f : x 7→ axe(−2+i)x.

On a, pour tout nombre réel x,

f ′(x) = ((−2 + i)ax+ a)e(−2+i)x

= ((−2 + i)2ax+ 2(−2 + i)a)e(−2+i)x

et f ′′(x)+4f ′(x)+5f(x) = 2iae(−2+i)x. La fonction f est
donc solution si et seulement si a = 1/2i = −i/2. La partie
imaginaire de cette solution particulière est une solution
de l’équation initiale et vaut

f0 : x 7→ −
x cos(x)e−2x

2
.

La solution générale de (EH) s’écrivant

x 7→
�
λ cos(x) + µ sin(x)

�
e−2x , λ,µ ∈ R,

Les solutions de (E) sur R sont donc les fonctions de la
forme

x 7−→ −
x cos(x)e−2x

2
+
�
λ cos(x) + µ sin(x)

�
e−2x

avec λ,µ ∈ R.

Solution .

◮ L’équation homogène admet pour solutions les fonc-
tions de la forme

x 7−→ λ cos(x) + µ sin(x), λ,µ ∈ R.

◮ PREMIER CAS ω = ±1

Passons sur C et résolvons les équations

y′′ + y = eεix , ε = ±1.

puisque iω est solution simple de l’équation caractéris-
tique, (E) admet une solution particulière de la forme

x 7−→ axeεiωx.

On obtient a = −εi/2. Puisque la partie imaginaire de
cette fonction est solution de l’équation (E) et vaut

x 7−→ −ε
x cos(x)

2
,

les solutions de (E) sont les fonctions de la forme

x 7−→ −ε
x cos(x)

2
+ λ cos(x) + µ sin(x) , λ,µ.

◮ SECOND CAS ω 6= ±1

Passons sur C et résolvons l’équation

y′′ + y = eiωx.

puisque iω est solution simple de l’équation caractéris-
tique, cette équation admet une solution particulière de
la forme

x 7−→ aeiωx.

On obtient a = 1/(1 − ω2). Puisque la partie imaginaire
de cette fonction est solution de l’équation (E) et vaut
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x 7−→
sin(ωx)
1− ω2

,

les solutions de (E) sont les fonctions de la forme

x 7−→
sin(x)

1− ω2
+ λ cos(x) + µ sin(x), où λ,µ ∈ R.

◮ CONCLUSION

Puisque ∀x ∈ R,

sin3(x) =
3 sin(x)− sin(3x)

4
,

d’après les calculs précédents et le principe de superposi-
tion, la fonction f0 suivante est une soluition particulière
de (E),

f0 : x 7−→ −
3x cos(x)

8
+

sin(3x)

32
.

Les solutions de (E) sont donc les fonctions de la forme

x 7−→ f0(x) + λ cos(x) + µ sin(x), où λ,µ ∈ R.
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