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Colle n° 10 — Développement de Taylor

ISEP - P1B

Exercice 1.

Prouver que, pour tout z > O et toutn € N,
2 n

ez>1+m+m—+...+m—.
2! n!

Exercice 2.

Soit f : R — R une fonction continue. On considere
la suite définie par

wm=i(2) -2r(2) ().

1. Montrer que cette suite converge et préciser sa limite.

2. Onsuppose f dérivable en 0. Que peut-on dire de plus
sur un ?

3. On suppose f de classe € avec f'(0) = 0. Que dire
de u, ? On suppose de plus que f(0) # 0. Déterminer
un équivalent de up.

Exercice 3.

Déterminer un équivalent simple de la suite de terme

général
n () -osn (1)
Up, =Sin| — | —6sin | — J.
n n

Exercice 4.

Soit f : R — R de classe C™ telle que ¥n € N, f((0) =
0. On suppose de plus que :

IA > 0,¥n € N,sup | f| < A"l
R
Montrer que f est nulle sur ] b [puis sur R.

Exercice 5.

Déterminer des équivalents simples en 0 des expressions
suivantes,

1. arccos(z) —w/2; 4. arctan(x) + x;
2. x4+x+x2; 5.ﬁ71+x;
3. arcsin(z) 4+ = + 2?; 6. == _ 4
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Exercice 6.

Autour du cosinus.

1. Calculer le développement limité a 1’ordre 7 au voisi-
nage de 0 de ¢n(cos(z)).

2. En déduire le développement limité a 1’'ordre 6 de
tan(x) au voisinage de 0.

3. Calculer le développement limité & 1’ordre 10 au voi-
sinage de 0 de (¢n(cos(z)))?.

Exercice 7.

Déterminer le DL5(0) de

arcsin(x)

fo ="

Exercice 8.

On consideére la fonction numérique f définie sur l'inter-
valle I =]—1,1] par

fl@)=z+n(l+x).

1. Déterminer le développement limité a 1'ordre 3 de
f(x) au voisinage de 0.

2. Démontrer que f réalise une bijection de I sur un in-
tervalle J qu’on explicitera.

3. En admettant qu'il existe, déterminer le développe-
ment limité a 'ordre 3 de f~' () au voisinage de 0.

Exercice g.

Calculer le développement limité & I'ordre n au voisi-
nage de 0 des expressions suivantes :

sin sin(x)

1. etetn =3; . n=s;
9 Vi etn =3
2. e“Petn=4;
cos(x)
3. (14 sin)®, n = 3; 10. 112 etn=25;
9, -z . _
4. In(3e e Tletn=3; . 1 c.os ctn=3;
5. {n(1+ cos)etn =3; L +sin
12. tan(sin)—sin(tan), pour
6. \/1++/1+zetn=3; n==7;
—x
7 1+Mm(l+z),n=3; 13. 16 etn € N.
€T

arctan
8. etn =4;

sin
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1. Solutions

Puisque Vk > 0, la dérivée n-ieme de 1’exponentielle en
0 vaut 1, la formule de Taylor-Lagrange s’écrit a I'ordre n
pour > 0 : il existe ¢ €]0, z tel que

1. Puisque f est continue en 0, d’apres le critere séquen-
tiel, les suites de termes généraux

15 (3) e s(=3)

converge vers f(0), on a donc que (un)n>0 converge vers

F(0) = 2£(0) + f(0) =0

2. Si f est dérivable en 0, alors au voisinage de 0,

Fw) = f(0) +uf'(0) + o(u),

- —%f’(o) +o (%)

En particulier, si f/(0) # 0,

ainsi

47'(0).

n

Up ~ —

Si f/(0) = 0, le seul renseignement sur u, est que

Solution 3.

L’application de la formule de Taylor-young a I’ordre trois
en 0 pour la fonction sinus aboutit &,

Solution 4.

Soit z € |—5; 5 [- L'inégalité de Taylor-Lagrange entre 0

et z au rang n donne :

x
) < B sup 7] <l < 1.
n! [0
En faisant tendre n vers 400, on obtient f(z) = 0.
Montrons par récurrence sur k € N* que f est nulle sur
]=%; 5 [- Ona vu que c’était vrai pour k = 1. Supposons-
le vrai pour un k£ € N*. Considérons les fonctions :
g : R—=R etgo: R—-R
xl—>f(m—§) m»—>f(m+5)

Comme f est nulle sur | —%; & [ par hypothese de récu-

rence et que les f (") sont continues, on a donc :
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n+1 c

Zklz (n+1 >O'

weefd)

3. D’apreés la formule de Taylor-Young,

Flu) = f(0) + = £7(0) + o(u?),

ainsi
3 1
un == 51(0) +o <n—>

La seule que I'on puise affirmer en général est que

1
weo(L)

Si de plus f(0) # 0, on a plus précisément,

3/"(0)
Uy ~ — E
35
un~ 2

e (_;) — ™ (;) =0,Vn €N,

c’est-a-dire
™ (0) = g5 (0) = 0vn € N
g1 (0) =g (0) = 0vVn € N.

De plus sup
R

gn)‘ = sup |f™|. Donc g
R

7] = o
R
et g2 vérifient les mémes hypotheses que f : elles sont

donc nulles sur ] 11 [ Par conséquent, f est nulle sur
B
XX L

Par recurrence, f est donc nulle sur tout intervalle
]—%; %[ ouk € N*:elle est donc nulle sur R.
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Solution 5.

1. On a au voisinage de 0,

arccos(z) — g = —arcsin(z) ~ —zx.
0

2. On a au voisinage de 0,
:v4 +x+ x2 ~ .
0
3. On a au voisinage de 0,

arcsin(z) + = + 2=+t o(x) ~ 2.

4. On a au voisinage de 0,

arctan(z) + x =z + x + o(x) ~ 2z.

Solution 6.

1. On considere l'infiniment petit
u = cos(x) — 1= O(z?)

pour retrouver la forme connue log(1 + ). Pour calculer
¢n(cos(z)) avec la précision o(27), il suffit de développer
/Mm(l+u)alordred:

woud Wt 4
n(1 =y—- =4+ — - — .
Mm(l+u)=u 2+3 +o(u”)

Le premier terme de ce développement impose de calcu-
ler u avec la précision o(z”) :

2 4 6
__r. zr _z 7
C T G
On en déduit que
4 6 8
2_% ¥ T 9
W= T3t ey o)
4 6
_r T 7
- 4 2 +0($ )7
6 8 10
3_ T r Tx 11
w=—gt 33 193 @)
6
= _% +0($7),
u* = o(z")
Solution 7.
On a
23 5 .
arcsin(x) = x+ 3 + 0 +o(z”)
et
1 x> 3zt
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5. Onapourz # 1,

1 71+x_2x7x2
1—z T ol-=z

)

ainsi au voisinage de 0,

1 2x
— 1 ~ — = 2.
1—=x +:v0 1 :v
6. Ona
372
1+x?0(m)7
ainsi
2
T r=- +o(z) ~ —z
1+ r r 0

Finalement, il suffit d’aller a 'ordre 3 pour trouver

2?2zt 2t
fn(cos(z)) = R T AT +o(z").

2. Auvoisinage de 0, la fonction tan est indéfiniment dé-
rivable et admet pour primitive la fonction

x +— —{n(cos(x)).

En dérivant terme a terme le développement limité de
cette primitive, on trouve

3 5

x 2x 6
t —r4— 4 .
an(z) =z + 3 + 5 +o(z”)

REMARQUE — On notera que cette méthode n’est pas la
meilleure...

3. Voir plus haut.

D’apres le théoréme sur les produits de DL, on a donc

_ .23, 8 5 5
f(m)gm—i—?)x + e +o(z”).
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[Solution 8 |

1.

2
x .TS

x—l—log(l—&—m)z?m—?—&—?—&—o(ms).

2. Lafonction f est continue et strictement croissante sur
l'intervalle I (comme somme de fonctions continues et
strictement croissantes). D’apres le théoreme d’inversion,
la fonction f réalise une bijection de I sur l'intervalle

J = ]f(_1+)7f(1_)[ = ]_0071 +10g2[
3. Admettons que
fﬁl(x) = ao + a1z + asz’ + azx’ + o(x3)

pour des réels a; convenables. Comme f(0) = 0, alors
f71(0) = 0 et, par continuité de f~', on sait déja que
apg = 0.
Comme f~'(z) tend vers 0 lorsque z tend vers 0, on peut
prendre

u=f"'(z) = O(a)

dans le développement limité

2 3

L4 % +o(u?).

flu) =2u— 3

Solution g.

1. Comme sin tend vers 0 au voisinage de 0, il faut
connaitre le développement de e* pour u voisin de 0.
Comme la valuation de sin est égale a 1, en posant u =
sin(z), on aura

o(u™) =o(z™)
et il faut donc pousser le développement de e* a I'ordre 3

enu:
2 3

u U 3
=1 — 4+ — .
e +u+2+6+0(u)

La présence du terme v = sin(z) impose de pousser le
développement de sin(z) al'ordre 3 en x :

1’3

sin(z) = 2 — = + o(z?).

6
On en déduit facilement les développements limités a
l'ordre 3 de sin?(z) et de sin®(z) :

sin’(z) = 2 4+ o(z®) et sin®(z) =2® 4 o(2?).

Finalement,

2

:1+m+%+0(x3).

esin(z)

2. Il faut cette fois connaitre le développement limité
de exp au voisinage de cos0 = 1:

et = e(1+u+~~~+o(u"))
et on va poser u = cosz — 1. Comme u = O(x?), on
a o(u™) = o(z®) et il suffit donc de prendre n = 2

pour trouver le développement limité & 'ordre 4 de e“>**.
Le terme en u dans le développement limité de e'™
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u® = aiz® 4 2a1a22° + o(z?)
u® = alz® 4+ o(2?)
donc

(4az — ai) 72

(@) = 2a1z +

2
n (6as — 3aiaz + a?) 8
3
+o(a”)
=z Mz eld)
=z +o(z?).

Par unicité du développement limité, on en déduit que

2a1 =1
—a? +  das =0

3

ai — 3aiaz + 6as = 0

donc
_r 1 -1
M=y 2T e BT 19

impose de pousser le développement limité a 1’ordre 4
decosz —1:

2?2zt

— _ —- _ i 4
u = cos(z) — 1 3 + m +o(z").

Par suite, u?> = z*/4 4 o(z*) et finalement,

2 4
cos(z) __ exr exr

4
cm 5 T Tol)

3. On se ramene a des formes connues :

e

(1 + Sin(x))cos(z) _ ecos(z). fn(1+sin(z)) )

L’'argument de I’exponentielle est O (x), donc il faut pous-
ser le développement limité d’exp a 1’ordre 3 et calculer le
développement limité a I’ordre 3 de cet argument :

. .’E2 .’ES 3
fn(1+sin(x)) =z — 5 + 5 +o(z"”),
372 2
cos(z) =1— = +o(z%),
dong, par produit,
2 3
cos(z). fn(1 +sin(z)) =z — % - % +o(z?).

Il reste a calculer les développements limités a I'ordre 3
du carré

(cos(m).fn(l + sin(m)))2 =2 — 2 +o(a%),
et du cube de cette expression
(cos(m). m(l+ sin(gL’)))3 =% +o(z?),

pour conclure :

3
(1+ sin(m))cos(ac) =14+z— 2% + 0(1’3).
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4. Lorsque z tend vers 0, 'argument du logarithme tend
vers 2. On pose donc

u=3e"—e " —2=0(z).

I faut donc pousser a l'ordre 3 le développement
de log(2 + u) pour trouver un résultat avec la préci-
sion o(2?). Or

2
u U3

- u_v o uw 3
m(2+u) =log2+ 5 " g + 24—|—o(u ),

donc il faut d’abord calculer le développement limité de u
avec la précision o(z?) :

2 3
u:4x+x2+%+o(x3).

On en déduit que w? = 162 + 82> + o(=z?), puis que
u® = 642> 4 o(2*). Finalement,

2
Mm(3e” —e ") =In(2) + 2z — 3% +22% + o(z?).
5. L'infiniment petit a introduire ici est
u = (1+cos(z)) — 2 = O(z?).

Il suffit alors de connaitre le développement limité a
I'ordre 2 de /n(2 + u) ('ordre 1 n’est peut-étre pas suf-
fisant) :

2

Mm(2+u) = Mm(2) + % - % +o(u?)

et le développement limité de u avec la précision o (z?) :
2

u= f% +o(z®) dou u®=o(z").

Il suffit en fait de connaitre le développement limité a
I'ordre 1 de log(1 + u)... et on trouve que

2

(1 + cos(z)) = In(2) — % + o(az?).

6. Lorsque x tend vers 0, /14 x tend vers 1, donc on
considere I'infiniment petit

u=+vV1l+z—1=0(z)

et il faut connaitre le développement limité de 2+ u a
I'ordre 3 en u pour trouver un développement avec la pré-
cision o(z®) :

2 2u? u®

II reste a calculer le développement de u avec la préci-
sion o(z®) pour conclure :

w

2
_r_r T 3
u=g5-F T o)
2 3
2 _ T T 3
u = 16—&—0(%’)7
3
u’ =5 +ola?),

d’ot1 enfin :

/ z  5a? 2123 3
s V1+$:‘/§(1+§_ﬁs+ Too1 T 0@ )
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7. On considere I'infiniment petit
u=/Mm(l+z)=0(x).

II suffit de connaitre le développement limité & 1’ordre 3
de

w

2
U U U 3
V1 =14-—-—+ = .
+u + 273 + 6 +o(u”)
D’autre part, on sait que
2 3
u:x—%—i—%—&—o(m’g).

Donc u? = 22 — 23 +0(2®) et u® = 2* +-0(23). Finalement,

x 32 1723

_ T dz 3
1+£n(1+m)_1+2 3 + 15 +o(z”).
8. On sait que
23 5

arctan(x) =z — 3 + = +o(z”)

et que
22 4 y
sin(z) = x(l oy + il +o(z ))

On retrouve ainsi une forme connue :
1 1 1
sin(z) =z 1—u

avec 'infiniment petit

2 £E4

— = +o(z") = O(z?).

w= X
6 4

Il suffit du développement de 1/sin(x) a l'ordre 3 pour
conclure (puisque la valuation d’arctan est égale a 1).
Par conséquent, nous allons partir du développement
de 1/(1 — u) avec la précision o(u?) = o(z*) :

ﬁ =1+u+u’+o(u?).
Or
>zt 4
u =g +o(z"),
donc
L1 2 T80
sin(z)  x 6 360
On en déduit que
arctan () z?  59z* 4
amant) - L .
sin(z) 6 * 360 0@

9. C’est simplement le produit de deux développements
limités connus !

sin(z) =z — 5 +o(z?),
2
()2 =1- 242 4o,
d’ot1 ) s
sin(x) x 5z 3
Ttz 5 T g tol@)
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10. Encore un produit de développements connus! La
valuation de chaque facteur est égale a 0, il faut donc
pousser les deux développements a l'ordre 5. On trouve
ainsi

cos(z) 322 37zt

=1-2 4

14 22 2 24
11. On retrouve la forme connue 1/(1 + ) avec l'infini-
ment petit

+o(z).

u = sin(z) = O(x).
Or la valuation du numérateur est égale a 2! Il suffit donc

de connaitre le développement du dénominateur avec la
précision o(z) et pour cela, de savoir que

1
1+u

On trouve ainsi

=1l—-u+o(u)=1—z+o(x).

1 2 3
Locos(a) _ 2 20 4o,
1+ sin(z) 2 2
12. C’est une horreur... Il faut connaitre les développe-
ments limités a l’ordre 7 de sin :

etde tan:

tan(z) =+ =— + — +

On en déduit que :

www.mathoman. com

ISEP —P1B 2009 - 2010

7

tan(sin(z)) — sin(tan(z)) = % +o(z").

REMARQUE — [l vaut mieux attendre le tout dernier moment
pour réduire les divers coefficients au méme dénominateur...

13. En supposant que

n

flz) = Zakmk +o(z™)

k=0

et que (attention au changement d’indice )

g(@) = bura" " +o(a"),
k=0

on vérifie sans peine que le coefficient du terme de de-
gré n dans le développement du produit f(z)g(x) est égal

a
n

Z akbn_k.

k=0
Par conséquent, le coefficient du terme de degré n dans le
développement de e™*/(1 + z) est égal a

. .
S E Y L

k=0
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