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Exercice 1.

The harmonic (resp. geometric resp. arithmetic) mean of
two positive real numbers z and y are defined by

2 Tty

h’(xvy) = T s g($7y):\/@ a(mvy): 2

8=
< |

1. Show that h(z,y) < g(z,y) < a(z,y).

2. Suppose that 0 < z < y. Let (un)n>0 and (vn)n>o0 be
the sequences defined recursively by uo = a, vo = b and
Un+1 = h(Un,Vn), Unt1 = a(Un, Vn).

Show that lim u,, = lim v, = g(z,y).

Exercice 2.

Soit (un)nen une suite réelle et soit a € R. Démontrer
les résultats suivants.

Théoreme de Césaro

n

- o1
Si lim w, = a,alors lim — E Uy = a.
n—oo n—oo N
k=1
En autres termes : si une suite converge, alors la suite
de ses moyennes arithmétiques converge vers la méme

limite.

Corollaire 1 v

Si lim (unt1 —un) = a,alors lim — =a.
n—o00 n—oo N

Corollaire 2

Siun, > 0 pour toutn € Netsi lim

n—oo  Un
Iim Yu, =a.
n— oo

Un+1

=a, alors

Applications : Calculer lim ¥/n! et lim § <2nn>

n—ro00 n—0o0

Exercice 3.

Soit (un)n>0 une suite définie par uo,u1 € RetVn >0,

1
Un+2 = Z(Un+1 Un ).
i )

Exprimer u,, en fonction de n puis étudier la conver-
gence de la suite.
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Exercice 4.

Soit (@, )n>0 la suite définie par @, =0, @, =1 et
V=0, @ ,=9,,,+9,
1. Exprimer @, en fonction de n.
2. Montrer que Vn > 0,
Brr = 0,0, 2+ (=1

3. Déduire de tout ce qui précéde que la suite de terme
général

(=n"
1 (pn(pn+1

converge vers une limite £ a préciser.

Exercice 5.

Etudier la suite définie par

Vn € N, upnt1 = V44 3un.

k=

Exercice 6.

Etudier la suite définie par

Vn €N, upt1 = lsin <L> + 1.
4 Unp,

Exercice 7.

Soit (un )new la suite définie par up = 0 et

Un + 1

Vn 20, upt1 = 3

1. Enremarquant que
ug = cos(T/2) et uy = cos(T/4),
calculer u, en fonction de et n.

2. Etudier la convergence de (un)nen.

3. On pose

n
Un = | | Uk -
k=1

Montrer que Vn € N,

1

T sin (2r )

Etudier la convergence de (vn)nen.
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1. Solutions

1. Forallz,y > 0,

a(z,y) — g(z,y) = w
_(‘/E_‘/y)2>0
2 =
and
6(2.y) — h(z,y) = VTG ~ 1o = V/ET — oL
’ ’ s+ y+a
_ _ 2y
= vyl y+x>
_ (VT —5)?
= Va2 0

2. Obviously both sequences are strictly positive. Since
uo < vo and since the harmonic mean is smaller than the
arithmetic mean we have

Vn>0: u, <vn.

Moreover

Un + Un
2 T2

Vn>=20: vpe1 =

which means the sequence (vn)n>0 is decreasing. On the
other hand for alln > 0,

Preuve du théoréme :
— 1y ; -
Posons U, = = > ' ux et supposons nh_}rgo un = a.On

distingue trois cas :
e a € R. Soit € > 0 un (petit) réel donné. On sait
ANeN Vn>N, |un—a|<E.

Alors, avec ce N fixé,

N
1
IN' eN V N, = - €.
€ n>N, ~ ,;71 lug — al <

Ainsi pour tous n > max(N, N') on a

1 n
U, —a| = ‘EZ(uk —a)

k=1
N n
1 1
<—E lup —al + — E lur — a
n n
k=1 k=N+1

1 < n—N
<e+ - § = 2.
-‘rn € €+ ” € < 2¢€
k=N+1

Cela prouve que la suite (Uy )nen converge vers a.
® a = +00. Soit R > 0 un (grand) réel donné. On sait

INeN Vn>N, un, >3R.
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Un+1 —Un = 771 — Un

Un Un

2unvn Un (Un + Un)
Un + Un Un + Un
Un (U — Un)

Un +vn

which means the sequence (un )n>0 is increasing ; moreo-
ver vg is an upper bound of (un)n>0, and therefore the
sequence is convergent to a real limit, say .
On the other hand (vn)n>0 is decreasing and has uo as a
lower bound, therefore it converges to say ¢'. Taking the
limit in

Vn>=0: vpp1 = LL;_%
yields ¢ = ¢'.
Since foralln > 0,

2UnVUn Un + Un

_— = UnpUn
Upn + Un 2

Un+1Un+1 =
the number u,v,, is independent of n, and thus
Vn>0 :

UnUp = UOVO = TY.

Taking the limit yields 02 = zy, and since £ > 0 we get

l = /xy.

Alors, avec ce N fixé,

N
1
IN' eN V N’ —E —R.
S n > s ”k71Uk>

.on-—
En plus, comme lim

= 1, on sait que
n— 00 n

IN”" €N Vn > N", n-N_ 2
n 3

Ainsi pour tous n > max(N, N, N”) ona

N
1 1
Unzgg Uk“rﬁ Uk

k=N+1
n—N
n

=—-R+ 3R>*R+§3R=R.

Cela prouve que la suite (U, )nen converge vers +oo.
e a = —oo. Méme raisonnement.

Preuve du corollaire 1 :
On suppose limy,— 00 (Unt+1 — un) = a. Pour toutn > 1
posons vn = Un — Un—1. Alors lim v, =a et

n—00

1 n
Un uo
==Y
n n n

k=1
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. Uuo N N PUURY
Comme lim — = 0 on conclfit grace au théoreme.
n—oo M

Preuve du corollaire 2 :

On comprend bien que ce corollaire est une version “mul-
tiplicative” du précédent corollaire “additif”. C’est pour-
quoi nous allons utiliser les isomorphismes /n et exp
comme “traducteurs”.

On suppose donc que u, > 0 pour tout n € N et que
im unt1/un = a € RY U {+00}. Posons wy, = fn u,, .

n—

. . Un+1
lim (wn41 — wn) = lim n —ntl =/na,

n—oo n—oo Un

otl, pour traiter également les ces a = 0 ou a = 400, nous
utilisons les conventions fn0 = —co et /n(4o0o0) = +oc.
Grace au corrollaire 1 on obtient limy oo wn/n = fna.
Ainsi

Solution 3.

Les racines de "équation caractéristique

22—%(Z+1)=O

sont 1 et —1, il existe donc A, g € R tels que

Vn >0, un:)\+u<f%> .

Puisque

Solution 4.

1. Lesracines de 1'équation caractéristique 2> —z —1 = 0,

sont
1i¢5

2
il existe donc A, 4 € IR tels que Vn > 0,

oo(57) + Czﬁf

Q=0=A+p, ¢ =1=—VGA,
on aboutit a

A=—-p=——.
Onadonc, Vn >0

o= (%) - (59))

2. Posons pour toutn € IN,

an = (p121+1 - (pn(pn+2'

On a alors,
O = @yt —0,(9, 1 +0,)
= (Pi+1 - q’i — 0,0,
= (pn+1((pn+1 - (pn) - (pi
= 0101 — (pi
= —0Op_1

La suite (0n)n>0 est donc géométrique de raison —1 et de
premier terme 0p = 1, on a donc pour toutn > 0,

@ =0,0,,,+ (—1)"
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lim Yu, = hrn exp(wn/n) = exp(fna) = a,

n—o0

avec les conventions exp(—o0) =0 et exp(4o00) = 4o0.

Applications du corollaire 2 :

|
lim ¥n!= lim M: lim (n+1) = +o00.

n—ro00 n—r00 n! n—o00
<%n+1»
. anl(2n . n+1 . (2n + 2)! n!?
hm = hm —_— — hm =
n—oo n n—oo <2n> n—oo (TL + 1)!2 (2n)'
n

(2n+2)(2n + 1)

neo  (n+1)2
uo = A+ |, u1 :)\7%,
on aboutit a
uo + 2u1 2uo — 2u1
A= =
3 K 3
On a donc
uo + 2u1

li W=A=
nstoo 3

3. On prouve par une récurrence sans difficulté que
vn>1, @, >0,
ce qui justifie 'existence de la somme étudiée que nous
noterons 0,. D’apres la formule démontré a la question
2.,pourtoutk >1,
k
(p12c+1 =00 o+ (_1) )
d’ot en divisant par ¢, ¢, ,, >0,
(V] _ Opyo n (*1)16
O B BB

et donc .
(-1)
=B, —B
X k k+1
ou
_ Pt
Bi o

Apres telescopage , il reste donc

On = B1 - Bn+1'

Or,
o~ L (LAY
n \/5 2 k)
d’ott
1++5
Bn+1 2 )
et puisque3; =1,
. 1+v5 1-V6
Iim u, =1-— =
n——+oo 2 2
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Solution 5.

» Une figure pour commencer.

6

Comme, |f’| semble majoré par un réel strictement infé-
rieur a 1 sur l'intervalle Ry stable par f, on va essayer
d’appliquer I'TAF.

» Définition de la suite : le terme u; est défini si ef seule-

ment si
ug = —é
0 = 37
et dans ce cas u1 > 0. Notons I = Ry et f I’application
de I dans R définie par

T — V4 + 3x.
Solution 6.

» Commengons par une figure.

1,204

1,19

1,18

1,174

1,16 , .
116 117 118 1,19 120

Comme | f’| semble majoré sur I = [3/4,5/4] (intervalle
stable par f) par un réel strictement inférieur a 1, on va
tenter d’appliquer I'TAF.

» Définition de la suite : le terme u; est défini si et seule-
ment si

UO#O.

Notons
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La suite est bien définie dés que uo > —3 puisque l'on a
fI) cl.

» Convergence de la suite : un réel x est point fixe de f si
et seulement si

x>0 et x2:4+3x,

ie z = 4. La seule (et éventuelle!) limite de (un)n>0 est
donc 4. La fonction f est dérivable sur I et sur cet inter-
valle ,

, 3 3
F@) = <1

Appliquons I'inégalité des accroissements finis sur 1

3
Dong, pour tout n > 1, puisque unt+1 = f(un) et f(4) =
4,
3
[uns1 =4 < 7 lun — 4],
et par une récurrence immédiate,

3 n—1
=41 < (3) -l

Ainsi, d’apres le théoréeme d’encadrement,

lim w, =4.
n—-+oo

~[2]
44

et f 'application de I dans R définie par
1. <1>
1+ —sin| — ).
4 T
La suite est bien définie des que uo # 0 puisque f(I) C I.
» Etude de la convergence : prouvons que f admet un

unique point fixe appartenant a I. La fonction f est dé-
rivable sur I et sur cet intervalle ,

/ 1 1 4
|f(x)|=@ cos(;) gg.
En notant g la fonction définie sur I par

z€lr— f(z) — .

L'application g est dérivable sur I et sur cet intervalle ,
4
g'(m):f/(m)—1<§—1<0.
g est donc strictement décroissante sur I. Puisque

9(3/4) 20, g(5/4) <0,

g admet un zéro d’apres le théoreme des valeurs intermé-
diaires; ce dernier est unique par stricte croissance de g,
notons le £. Appliquons a f I'inégalité des accroissements
finis sur l'intervalle 1
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Vo€, |f(@) ~ f)] < gle —yl

Dong, pour toutn > 1, puisque un11 = f(un) et f(£) = £

4

4
9
et par une récurrence immédiate ,

1. On conjecture que Vn > 0,

_ Tt
Un = COS W .

Prouvons cette formule par récurrence. Elle est banale-
ment vérifiée aux rangs 0 et 1. Supposons-la vraie au rang

n. On a alors,
unt 1 _ cos? 1 X n
2 2 7 oontl )7

d’oti, puisque 0 < /2" < T/2,

Un + 1 T
Un+1 = B — COS W .

La formule est donc acquise au rang n + 1; elle est donc
vérifiée pour tout n € IN d’apres le principe de récurrence.

untr =4 < glun =4,

2. Puisque /2" tend vers 0 et que la fonction cosinus
est continue en ce point,

lim w, =1.
n——+oo
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n—1
lun — €] < (g) s — 4.

Ainsi , d’apres le théoréme d’encadrement,

lim wu, = /.
n—-+oo

3. Raisonnons par récurrence. La formule est banale au
rang 0. Supposons-la vérifiée au rang n.

Un+1 = Un X Un+1
_ cos(m/2"?)
T 2nsin(Ty/2n+1)
cos(Ty/2"+?)
271 gin(11/27+2) cos(11/2712)
_ 1
T 2ntlgin(m/2nt2)

La formule est donc vraie au rang n + 1; elle est donc vé-
rifiée pour tout n € IN d’aprés le principe de récurrence.
On remarque alors que

1 2

U o ant T

on a donc

Iim v, = —.
n—-+4oo Tt
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