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Colle n° 1 — Dénombrements, applications, nombres entiers

Exercice 1.

Montrer que Vn € IN, 2*" 4 5 est un entier naturel di-
visible par 7.

Exercice 2.

Montrer que, pour tout n € IN,

n® n' n?

52ty

gl=

est un entier naturel.

Exercice 3.

Que pensez-vous du raisonnement suivant ?

« Montrons que dans une boite contenant n
crayons de couleur, tous les crayons sont de la
méme couleur. Par récurrence sur n : c’est vrai
sin = 0ou 1. Supposons la propriété vraie pour
n. Soit une boite a n + 1 crayons. On en enléve
un. Tous ceux qui restent sont de la méme couleur
par hypothése de récurrence. On rajoute ce crayon
et on en enléve un autre. Ils sont de nouveau tous
de la méme couleur. Mais alors le dernier crayon
rajouté est de ln méme couleur que les crayons res-
tés dans la boite. On a montré la propriété au rang
n+1.»

Exercice 4.

Calculer les sommes suivantes :

1. Z (Z) 2" 3. zn: <2£>(_1)k2k—1

Exercice 5.

Quel est le coefficient de a*b?c® dans le développement
de (a—b+2c)°?

Exercice 6.

Soient f : E — F une application.
1. Soit B C F. Prouver que f(f~'(B)) C B.

2. Prouver que f est surjective si et seulement si pour
toute partie Bde F, f(f~'(B)) = B.
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Exercice 7.

Soit f : E — F une application.

1. Prouver que f est injective si et seulement si il existe
g:F— Etelquego f =idg.

2. Prouver que f est surjective si et seulement si il existe
g: F — Etelque f og =idr.

3. Une fonction f : E — F est dite inversible s'il existe
une application g : F¥ — E telle que

gof=idg et fog=1idp.

Prouver qu’une fonction f est inversible si et seulement
si elle est bijective.

Exercice 8.

Soient f : E — F une application, A et B deux parties
de E.

1. Prouver que f(AU B) = f(A) U f(B).
2. Montrer que
f(ANB) C f(A)N f(B).

Y-a-t-il égalité en général ? Illustrer votre réponse par
des exemples.

3. Prouver que
YA,BCE, [(ANB)=f(4)N [(B)

si et seulement si f est injective.

Exercice g.

Les fonctions suivantes sont-elles injectives ? surjec-
tives ? bijectives ?

1. i:R— R, z+— fi(z)=|z—2|;

2. fo:R— R, x'—>f2($):z++1;
3. fa: Ry — R, -T’—>f3(m):i§ii’

4. f1:R— R, z+— z3;

5 f5:C—C, z— 2>

Exercice 10.

Soit f: B — F, A C E et B C F.Montrer que

J(ANf7H(B)) = f(A)NB.
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1. Solutions

» Version avec congruences : soit, pour n € N, HR(n) la
proposition

2" +5=0[7).
O HR(0) est vraie puisque 2 45=7.

O Prouvons que pour tout n > 0, HR(n) implique
HR(n+ 1) : soit n € IN; supposons HR(n) vraie, c’est-
a-dire 2" = 2[7]. Puisque 2 = (2*")*, ona

gnt+1

24 =247 = 2[7).
Dou2*"" +5= 0[7] et HR(n + 1) est vraie.

0 D’apres le principe de récurrence, on a ¥n € IN, 24" +
5=0[7].

» Version sans congruence : posons pour tout n € IN,

Up = 2" + 5,

» HR(0) est banalement vraie.
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et soit H R(n) la proposition « 7 divise un ».
O HR(0) est vraie puisque uo = 7.

O Prouvons que pour tout n > 0, HR(n) implique
HR(n+1):soitn € IN, supposons H R(n) vraie. Puisque
2" = (2*")%, ona uny1 = (un — 5)* + 5. En utilisant la
formule du binéme et le triangle de Pascal,

Unt1 = uy, — 20u;, + 150u; — 500u, + 5° + 5.
Or u,, est divisible par 7, ainsi que
5* +5=5x 7 x 18,

donc w11 est divisible par 7.

O D’apres le principe de récurrence, pour tout entier na-
turel n, 2*" + 5 est divisible par 7.

» Prouvons que pour tout n > 0, HR(n) implique HR(n + 1) : soit n € IN; supposons H R(n) vraie, c’est-a-dire

n°/54+n*/2+n/3 —n/30 € N.

En utilisant la formule du bin6me aux rangs 1,2, 3, 4 et 5, et apres regroupement des termes, on obtient 1’égalité,

(n+1)°/5+n+1)"2+n+1)°/3—(n+1)/30 =n"/5+n"/2+n%/3 —n/30 +n* + 20> + 9 +4n + 1.

HR(n+ 1) est donc vraie.

» D’apres le principe de récurrence,

vneN, n°/5+n*/2+n*/3—n/30

est un entier naturel.

Solution 3.

La propriété n’est héréditaire que pour n > 3. Comme
la propriété est fausse au rang 3, la démonstration est ca-
duque.

Solution 4.

1. Soitn € IN.Ona

zn: <Z> 2k — zn: <Z> 261" F = (14+2)" = 3"

2. Soitn € N*.Ona
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1 e (2n
= 5 (k><—2>k—1>
k=0
= 52+ 1™ 1)
=0


www.mathoman.com

Colle n° 1 — Dénombrements, applications, nombres entiers

Solution 5.

La formule du bindbme de NEWTON fournit

(a—b+20° =% <Z> (@ — b)F(2¢)°"

Ensuite,

Solution 6.

1. Soity € f(f7'(B)). Il existe un élément « de f~*(B)
tel que f(z) =y etainsiy € B.

2. Raisonnons en deux temps.

» Supposons f surjective. Soit y € B. Puisque f est sur-
jective, il existe z € E tel que y = f(x). Ainsiz € f~(B)

Solution 7.

1. Raisonnons en deux temps.

» Supposons que f soit injective. Touty € f(F) admet donc
un unique antécédent x, on pose alors g(y) = =, ce qui dé-
finit g sur f(E); on définit alors g sur f(E)° de n'importe
quelle maniere. L'application g vérifie bien g o f = idE.

» Réciproquement, supposons I'existence d'une application g :
F — Etelle que g o f = idg. Soient z,y € E tels que

f(x) = [f(y). Alors, (g o f)(z) = (9o f)(y) et donc
x =y : 'application f est injective.

2. Raisonnons en deux temps.

1. Raisonnons par double inclusion.

» Puisque A C AUB,ona f(A) C f(AU B). De méme
f(B) C f(AU B) et donc

f(A) U f(B) C f(AU B).
» Soity € f(AU B). Il existe alors x € A U B tel que
y=f(z).Siz € A,y = f(z) € f(A) C f(A)U f(B). De
méme dans le cas otz € B.
2. Raisonnons en deux temps.
» OnaANBC Aet AN B C Bdonc
f(ANB) C f(A)

et
f(ANB) C f(B)
ainsi

f(ANB) C f(A)N f(B).
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Le coefficient cherché est donc

9\ (6).,s 98765 5 3
<6> (4)2 = S5 -2 = 347358 = 10080,

ety e f(f7(B)).

» Supposons que VB C F,B = f(f~'(B)). En appli-
quant ce résultat a B = F, on obtient que F = f(E) et f
est donc surjective.

» Supposons que f soit surjective. Tout y € F' admet donc
au moins un antécédent x. Posons g(y) = x. L'application
g ainsi définie vérifie bien f o g = idp.

» Réciproquement, supposons I'existence d une application g :
F — FE telle que f o g = idp. Soit y € F. Puisque

f(9(y)) = v, g(y) est un antécédent de y par f lappli-
cation f est donc surjective.

3. Si f est inversible, d’apres ce qui précede, f est injec-
tive et surjective donc bijective. Réciproquement, si f est
bijective, elle est inversible puisque g = f~* convient.

REMARQUE — En cas d’inversibilité, la fonction g est unique
et vaut f=1.

» Onn’apasnécessairement égalité comme en témoigne
I'exemple suivant :

E={0,1},A={0},B= {1}
et f: E — E définie par
£(0) = 1) = 0,
ou f(ANnB) =w@et f(A) N f(B) = {0}.
Il s’agit de prouver que
VA,BCE, f(A)Uf(B)C f(ANB)

si et seulement si f est injective.

3. » Supposons f injective. Soit y € f(A) N f(B). Alors il
existe z1 € Aetxy € Btelsquey = f(z1) = f(x2). Par
injectivité de f, on a alors 1 = x2, donc 1 € AN B puis
y € f(ANB).

» Supposons que

VA,BCE, f(A)Uf(B)C f(AN B).
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Soient z,y € E tels que f(x) = f(y). Posons A = {z} et
B = {y}.Onaalors

Solution g.

O Puisque f1(1) = f1(3), f1 n'est pas injective. On a clai-
rement —1 ¢ fi1(R) donc f1 n’est pas surjective.

O Puisque fo (4 + 2\/5) = 1/4, f» n'est pas injective. On
alé f2(R) donc f2 n’est pas surjective.

O Puisque Vx > 0,

3 1
i B T

Raisonnons par double inclusion.

» Comme AN f'(B)C A,ona
FANfTH(B)) C f(A).

Comme AN f~H(B) C f*(B),ona

FANfH(B) C f(F71(B)) C B.
Ains Comme AN f~'(B) C A,ona
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f(A) = f(B) ={f(z)} C f(AN B)

donc f(ANB) # getdoncz =y.

la fonction f3 est injective. Puisque 3/4 ¢ f3(R), la fonc-
tion f3 n’est pas surjective.

O La fonction f4 est une bijection d’apres le cours sur les
fonctions usuelles.

O Puisque tout nombre complexe admet au moins une
racine cubique, f5 est surjective. Puisque f5(1) = f5(j) et
Jj # 1, fs n’est pas injective.

J(AN f71(B)) C f(A)N B,

» Réciproquement, siy € f(A) N B, il existe z € A tel
que y = f(x) € B ainsi

e AN fH(B)

et donc

y=f(z) € f(AN [T (B)).
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